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Bei den bisherigen Bestrebungen, die grundlegenden Theile der 
Geometrie in eine Gestalt zu bringen, welche den mit der Zeit ver- 
schirften Anforderungen -entspricht, ist der empirische Ursprung 
‘er Geometrie nicht mit voller Entschiedenheit zur Geltung ge- 
kommen. Wenn man die Geometrie als eine Wissenschaft auffasst, 
welche, durch gewisse Naturbeobachtungen hervorgerufen, aus den 
‘unmittelbar beobachteten Gesetzen einfacher Erscheinungen ohne 
jede Zuthat und auf rein deductivem Wege die Gesetze complicirterer 
Erscheinungen zu gewinnen sucht, so ist man freilich gendthiet, 
manche tiberlieferte Vorstellung auszuscheiden oder ihr eine andere 
als die tibliche Bedeutung beizulegen; dadurch wird aber das von 
der Geometrie zu verarbeitende Material auf seinen wahren Um- 
fang zurtickgeftihrt und einer Reihe von Controversen der Boden 
genommen, 

Diese Auffassung suchen die folgenden Blitter in aller Strenge 
durchzufiihren. Mag man immerhin mit der Geometrie noch man- 
cherlei Speculationen verbinden; die erfolgreiche Anwendung, welche 
die Geometrie fortwihrend in den Naturwissenschaften und im prak- 

, tischen Leben erfihrt, beruht jedenfalls nur darauf, dass die geo- 

; metrischen Begriffe urspriinglich genau den empirischen Objecten 

“® entsprachen, wenn sie auch allmahlich mit einem Netze von kiinst- 

~ lichen Begriffen iibersponnen wurden, um die theoretische Ent- 

4 wickelung zu férdern; und indem man sich von vornherein auf den 
empirischen Kern beschrinkt, bleibt der Geometrie der Charakter 
der Naturwissenschaft erhalten, vor deren anderen Theilen jene sich 
dadurch auszeichnet, dass sie nur eine sehr geringe Anzahl von 
Begriffen und Gesetzen unmittelbar aus der Erfahrung zu entnehmen 
braucht. 

Die Arbeit befasst sich im Wesentlichen nur mit den projec- 
tiven Higenschaften der Figuren und geht nicht weiter, als néthig 
erschien, um etwas Abgerundetes zu geben. Sie beginnt mit der 
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Aufzahlung der erforderlichen Grundbegriffe und Grundsatze und 
schliesst mit der Kinfiihrung der Coordinaten und der Coordinaten- 
rechnung fiir Punkte und Ebenen; eine wesentliche Folge der oben 
entwickelten Auffassung ist es, dass der Begriff des Punktes erst 
in seiner letzten Gestalt die Merkmale erhilt, welche man sonst 
von vornherein mit dem sog. ,,mathematischen Punkte‘ zu verbin- 
den pflegt. Perspectivitit, Collineation und Reciprocitaét werden in 
Betracht gezogen, imaginaére EKlemente und krumme Gebilde bleiben 
jedoch ausgeschlossen. Dass die projective Geometrie unabhingig 
von der Parallelentheorie besteht und sich ohne deren Zuziehung 
begriinden lisst, hat zuerst Herr F. Klein bemerkt und mehrfach 
erortert. Vollstiindig aber konnte ich die Massbegriffe nicht ver- 
meiden, ohne den eingenommenen Standpunkt zu beeintrichtigen, 
und musste deshalb die Lehre von der Congruenz hineinziehen, 
welche bei dieser Gelegenheit bis zur Aufstellung des Polarsystemes, 
worin jeder Ebene der Durchschnittspunkt ihrer Senkrechten ent- 
spricht, fortgefiihrt wird. 

Schliesslich sei bemerkt, dass die vorliegende Schrift aus aka-. 
demischen Vorlesungen hervorgegangen ist, welche zuerst im Winter- 
semester 1875/74 gehalten wurden. 


Giessen, im Marz 1882. 


M. Pasch. 


Hinleitung. 


Die neuere Geometrie bildet, ihrer Entstehung nach, einen 
Gegensatz nicht so sehr zur Geometrie der Alten, wie zur analy- 
tischen Geometrie. Von der Geometrie der Alten, wie sie von 
Hukld zusammengefasst, nachher stetig erweitert und vielfach um- 
gestaltet, aber in ihrem Charakter nicht wesentlich veraindert wor- 
den ist, giebt ein Theil die zum Studium der analytischen Geometrie 
erforderlichen Vorkenntnisse; man kann diesen Theil die Elemente 
nennen und jene Geometrie tiberhaupt die elementare wegen: der 
gleichformigen Kinfachheit ihres Verfahrens. Die analytische Geo- 
metrie ist dem Stoffe nach eine Fortsetzung, der Methode nach ein 
Gegensatz zu den Hlementen. In den letzteren tritt die Zahl nur 
auf, soweit die Natur des Problems sie bedingt, das Beweismittel 
ist sonst nur Construction. Die erstere dagegen nimmt die Zahlen- 
lehre, die Analysis, tiberall zu Hiilfe, indem sie gerade danach 
strebt, jede geometrische Aufgabe auf eine Rechnung zuriickzufiihren ; 
die Construction wird dabei freilich nicht ginzlich ausgeschlossen,. 

Dass zur Loésung der héheren Probleme, soweit es sich nicht 
geradezu um die Auffindung von Zahlenwerthen handelt, die ana- 
lytische Geometrie nicht die einzige fruchtbare Methode ist, ward 
bewiesen durch die Weiterentwickelung der reinen Geometrie. Vor- 
bereitet zum Theil durch die reichlich fliessenden Resultate der 
Rechnung, wurden Gesichtspunkte entdeckt, welche méglichst ohne 
Rechnung gestatteten, verwickelte Beziehungen nicht minder leicht, 
als es auf dem andern Wege gelungen war oder gelingen konnte, 
zu beherrschen. Diese Schopfung, welche ihre Hiilfsmittel unmittel- 
bar aus der Natur des Gegenstandes entnahm, wurde von der ele- 
mentaren und von der analytischen Geometrie als reine, hohere, 
synthetische, auch neuere synthetische oder neuere unterschieden. 

Auch die neuere Geometrie stiitzt sich auf die elementare. Aber 
obwohl man beide dem Verfahren nach als reine Geometrie be- 
zeichnen kann, so wird man dennoch, wenn der Uebergang von 
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den Elementen vermittelt ist, durch die Verschiedenheit des Ge- 
priges tiberrascht. In der elementaren Geometrie sind die Begriffe 
moglichst eng begrenzt, in der neueren sind sie weit und umfas- 
send. In jener erfordern die verschiedenen Falle der auf einen 
Lehrsatz beziiglichen Figur in der Regel ebensoviele Unterschei- 
dungen beim Beweis, in dieser werden alle Falle durch einen ein- 
zigen Beweis umspannt. Die analytische Geometrie hat von der 
synthetischen gelernt. Sie hat die neuen Gesichtspunkte sich zu 
eigen gemacht und verarbeitet, und bei weiterer Verschmelzung 
wird vielleicht eine héhere Geometrie mit einheitlichem Charakter 
entstehen. Die niedere Geometrie dagegen, wie sie tiberliefert zu 
werden pflegt, ist von der modernen noch wenig beeinflusst. Sollte 
es nun in der Sache selbst begriindet sein, dass die elementaren 
Fragen auf schwerfilligem Wege, die hdheren in durchsichtiger 
und verhaltnissmissig einfacher Weise behandelt werden? Der 
Versuch hat dariiber Aufschluss gegeben und zu Gunsten der neue- 
ren Geometrie entschieden. Die erweiterten Begriffe sind auch in 
den Elementen verwendbar, und wenn man sie an der rechten Stelle 
einfiihrt, nimlich iiberall da, wo zuerst ihr Verstindniss méglich 
ist, dann tritt auch friiher schon ihr Nutzen zu Tage. 

Die hiermit vorgezeichnete Aufgabe ist nicht neu, aber ihre 
strenge Durchfiihrung steht in engstem Zusammenhang mit einer 
andern Aufgabe, welche noch weit weniger neu ist. Nicht bloss 
Schwerfalligkeit wird der elementaren Geometrie zum Vorwurf ge- 
macht, sondern auch die Unvollkommenheit oder Unklarheit, welche 
den Begriffen und Beweisen in ausgedehntem Maasse noch anhaften. 
Die Hebung der erkannten Miangel ist unablassig erstrebt worden, 
auf die mannigfachste Art, und wenn man die Ergebnisse priift, so 
kann man sich wohl die Meinung bilden, dass das Streben an sich 
ein aussichtsloses sei. Thatsachlich trifft dies nicht zu; richtig und 
in vollem Umfange erfasst, erscheint die Aufgabe nicht unldsbar. 
Sie ist allerdings durch Umstiinde, welche spiter*) zur Sprache 
kommen sollen, erschwert. Aber gerade in dieser Hinsicht erweist 
der Gedanke einer riickwirkenden Verwerthung der modernen An- 
schauungen seine Tragweite. Das ernste Bemtihen, nach scharf aus- 
gepragtem Muster eine Umgestaltung vorzunehmen und der Ent- 
wickelung einen durchaus reinen Charakter zu geben, macht den 
Blick gegen die stérenden Bestandtheile empfindlich und ruft die 
zu ihrer Ausscheidung nothwendige Entschiedenheit hervor. Als 
ein solches Muster bewihrt sich die moderne Geometrie. Sie ge- 
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leitet uns bis an die ersten Anfiinge der Geometrie zurtick, sie 
scharft das Gefiihl fiir Alles, was die Reinheit der Entwicke- 
lung unterbricht, und lehrt uns jene Beimischungen, die Quellen 
der beklagten Unklarheit, entfernen. 

Kine Darstellung der Geometrie in diesem Sinne darf natiirlich 
keinerlei Kenntnisse voraussetzen, welche erst in der Geometrie 
erworben zu werden pflegen, sondern nur diejenigen, welche Jeder- 
mann zu ihrem Studium mitbringen muss. Es erfordert einige 
Miihe und Wachsamkeit, sich beharrlich Dinge hinwegzudenken, 
mit denen man vertraut ist, und auf einen Standpunkt zurtickzu- 
gehen, von dem man sich weit entfernt hat. Diese Miihe ist aber 
bei der Priifung der folgenden Darstellung unerlisslich, wenn der 
Zweck derselben erreicht werden soll. 


Die geometrischen Begriffe bilden eine besondere Gruppe inner- 
halb der Begriffe, welche iiberhaupt zur Beschreibung der Aussen- 
welt dienen. Wenn ich die Farbe eines Gegenstandes bezeichne, 
so spreche ich von einer physikalischen Higenschaft; wenn ich ihn 
wiirfelf6rmig nenne, so bringe ich einen geometrischen Begriff in 
Anwendung. Man kann die geometrischen Begriffe unter Zuziehung 
von Zahlenbegriffen mit einander durch eine Reihe von Beziehun- 
gen verkniipfen, in welchen keine andern Begriffe vorkommen. Die 
Abgrenzung der geometrischen Begriffe gegen die iibrigen soll aber 
hier nicht versucht, vielmehr nur der Standpunkt angegeben wer- 
den, den wir im Folgenden streng festzuhalten beabsichtigen, und 
wonach wir in der Geometrie nichts weiter erblicken als einen 
Theil der Naturwissenschaft. 

An einem Korper, den man ,,wiirfelformig“‘ nennt, lassen sich 
Seitenflachen, Kanten, Ecken u. s. w. unterscheiden und in gegen- 
seitige Beziehung setzen. Dagegen bleibt die ,,Kintfernung” zweier 
Kérper ungentigend bestimmt, so lange man an einem von ihnen 
Theile unterscheiden kann, ohne die Grenzen zu verlassen, welche 
durch die Mittel oder durch die Zwecke der Beobachtung gezogen 
werden. Diese Grenzen andern sich von Fall zu Fall; derselbe 
Korper, der bei der einen Gelegenheit nur als Ganzes aufgefasst 
werden darf, erschéint bei einer andern hierzu ungeeignet; es treten 
dann seine Theile als Glieder eines Systems auf, welches in geo- 
metrischer Hinsicht untersucht wird. Allemal aber werden die- 
jenigen Korper, deren Theilung sich mit den Beobachtungsgrenzen 
nicht vertrigt, Punkte genannt; wihrend das Wort ,,Korper“ in 


der Geometrie zu einem andern Gebrauch vorbehalten bleibt. 
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Aehnlich verhilt es sich mit der begrenzten (einfachen) Linie, 
auf der es unméglich ‘sein muss, unter Innehaltung der der Beob- 
achtung gesteckten Grenzen verschiedene Wege zwischen denselben 
Punkten zurtickzulegen; je zwei Theile stossen héchstens in einem 
Punkte aneinander. Die geschlossene (einfache) Linie setzt sich 
aus zwei begrenzten Linien zusammen. Theile einer Flache diirfen 
nur in Punkten oder Linien aneinanderstossen. Die Anwendung 
dieser Begriffe bleibt mit einer gewissen Unsicherheit verbunden, 
wie dies bei fast allen Begriffen, die wir zur Auffassung der Hr- 
scheinungen geschaffen haben, der Fall ist. 


§$ 1, Von der geraden Linie. 


Wir werden uns zunichst mit der geraden Linie beschiftigen. 
Man sagt: durch zwei Punkte kann man eine gerade Linie ziehen. 
Die Linie kann aber verschieden begrenzt werden; die Unbestimmt- 
heit der Begrenzung hat dahin geftihrt, dass von der geraden Linie 
gesagt wird, sie sei nicht begrenzt, sie miisse unbegrenzt, in un- 
endlicher Ausdehnung ,,vorgestellt werden“, Diese Forderung ent- 
spricht keinem wahrnehmbaren Object; vielmehr wird unmittelbar 
aus den Wahrnehmungen nur die wohlbegrenzte gerade Linie, der 
gerade Weg zwischen zwei Punkten, die gerade Strecke auf- 
gefasst. Den letzten Ausdruck wollen wir festhalten und sprechen 

1) von einer zwischen zwei Punkten gezogenen geraden Strecke, 

2) von Punkten, welche innerhalb einer geraden Strecke 
liegen. 
Alle Wendungen, welche in diesem Paragraphen vorkommen, 
lassen sich auf die beiden angegebenen zuriickfiihren. Wir werden 
meist ,,Strecke’ statt ,,cerade Strecke sagen. Ist eine Strecke 
‘awischen den Punkten A und B (oder B und A) gezogen, so wird 
auch gesagt: die Strecke verbindet A mit B, sie geht von A nach 
B, sie hat die Endpunkte A und B, sie ist durch die Punkte A 
und B begrenzt. Wenn ein Punkt C ,,Punkt einer Strecke ge- 
nannt oder behauptet wird, C gehért der Strecke an, die Strecke 
geht durch C, so ist gemeint, dass C entweder innerhalb der Strecke 
gelegen oder ein Hndpunkt ist. Hin Punkt, von dem dies nicht 
gilt, liegt ,,ausserhalb der Strecke“. 

Die folgende Betrachtung soll uns mit den Higenschaften be- 
kannt machen, welche an den geraden Strecken und ihren Punkten 
bemerkt werden. Wir sprechen dieselben in Form von einzelnen 
Satzen aus. Die Siatze werden aber in verschiedener Weise ein- 
geftihrt. Hinige von ihnen werden bewiesen, d. h. es wird ge- 
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zeigt, wie ihr Inhalt bedingt ist durch andere Sitze; die beim Be- 
weise benutzten Sitze miissen jedesmal vo®angehen. Wir stellen 
nun die Siatze, welche bewiesen werden, als Lehrsitze (Theo- 
reme) den andern gegeniiber, die wir als Grundsitze bezeich- 
nen. Die Lehrsitze werden aus den Grundsiitzeh deducirt, so dass 
Alles, was zur Begriindung der Lehrsatze gehoért, ohne 
Ausnahme sich in den Grundsitzen niedergelegt finden 
muss. 5 

Die primitivsten Beobachtungen tiber die geraden Strecken und 
ihre Punkte liefern eine Reihe von Beziehungen; ein Theil der 
letzteren bildet den Inhalt der Grundsitze in diesem Paragraphen. 
Wie auch die Punkte A und B angenommen werden (in den am 
Ende dieses Paragraphen niher zu erérternden Grenzen), immer 
kann man A mit 6 durch eine gerade Strecke verbinden; aber 
man kann dies nicht auf mehrere Arten leisten. Innerhalb der 
> é 2 Strecke kann ein Punkt C angenommen wer- 
A C B den. Man kann von A nach C eine gerade 
Strecke ziehen; diese geht nicht durch B; aber mit allen ihren 
Punkten fallt sie in die vorige Strecke. Wenn man also A mit C 
und C mit B verbindet, so begegnet man keinem Punkte, der nicht 
schon in der ersten Strecke anzutreffen war; aber die Punkte der 
ersten Strecke werden auch ihrerseits durch jene beiden Strecken 
erschépft. Die Grundsitze 1.—V. geben diese Bemerkungen wieder. 

I. Grundsatz. — Zwischen zwei Punkten kann man stets 
eine gerade Strecke ziehen, und zwar nur eine. 

Demnach reicht die Angabe der Hndpunkte zur Bezeichnung 
der Strecke hin. Die Strecke von A nach B wird mit AB oder 
BA bezeichnet, 

II. Grundsatz. — Man kann stets einen Punkt angeben, der 
innerhalb einer gegebenen geraden Strecke liegt. 

- TIT. Grundsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke 
AB, so liegt der Punkt A ausserhalb der Strecke BC. 

Ebenso liegt der Punkt B ausserhalb der Strecke AC. 

IV. Grundsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke 
AB, so sind alle Punkte der Strecke AC zugleich Punkte der 
Strecke AB. 

Oder: Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AB, der Punkt 
D innerhalb der Strecke AC oder BC, so liegt D auch innerhalb 
der Strecke AB. i 

VY. Grundsatz, — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke 
AB, so kann ein Punkt, der keiner der Strecken AC und BC 
angehért, nicht zur Strecke AB gehoren, 
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Oder: Liegen die Punkte C und D innerhalb der Strecke AB, 
der Punkt D ausserhalb der Strecke AC, so liegt der Punkt D 
innerhalb der Strecke BC. 

Wenn wir nun den Punkt C innerhalb der Strecke APD und 
den Punkt D innerhalb der Strecke BC annehmen, so zeigt sich, 
dass der Punkt C innerhalb der Strecke AD lhegt. Diese Bemer- 
kung drangt sich ebenso unmittelbar auf, wie die vorhergehenden; 
allein sie lisst sich mit ihnen in einen Zusammenhang bringen, 
dessen Angabe nicht unterbleiben darf. So kommt es, dass die 
neue Beziehung nicht als Grundsatz, sondern als Lehrsatz auftritt. 

1. Lehrsatz. — Liegt der Punkt C innerhalb der Strecke 4B, 
‘ ig tioe e der Punkt D innerhalb der Strecke BC, so 
A Cap. B liegt der Punkt C innerhalb der Strecke AD. 

Beweis. — Da der Punkt D innerhalb der Strecke BC ange- 
nommen wird, so liegt C ausserhalb der Strecke BD (Ill); da C 
innerhalb der Strecke AB, D innerhalb der Strecke BC, so liegt 
D auch innerhalb der Strecke AB (IV); da C und D innerhalb 
der Strecke AB, C ausserhalb der Strecke BD, so lhegt C inner- 
halb der Strecke AD (V). 

Die Strecke CD heisst ein Theil der Strecke AB, wenn 
die letztere alle Punkte der ersteren enthalt, aber nicht bloss diese 
(Definition 1). 

2. Lehrsatz, — Sind C und D Punkte der Strecke AB und 
mindestens einer von ihnen innerhalb derselben gelegen, so ist die 
Strecke CD ein Theil der Strecke AD. 

Beweis. — Es liege C innerhalb der Strecke AB. Daun ge- 
hért D zu einer der beiden Strecken AC oder BC (V), etwa zu 
BC; folglich liegt C innerhalb der Strecke AD (1), und A ist kein 
Punkt der Strecke CD (III), deren simmtliche Punkte zur Strecke 
AD gehéren (IV) und mithin auch zur Strecke AB (IV), d.h. die 
Strecken CD und AB stehen in der durch Def. 1 geforderten Be- 
ziehung. ; 

Der erste Grundsatz ist schon bei der Formulirung der tibrigen 
benutzt worden; denn ohne ihn konnte nicht von ,,der‘‘ Strecke 
AB, von ,der Strecke BC u.s. w. die Rede sein. Hiner so tri- 
vialen Aussage, wie sie z. B. der dritte Grundsatz enthilt, erst eine 
besondere Fassung zu geben, wird leicht fiir zwecklos gehalten 
werden. Aber sie ist in den vorstehenden Beweisen in Anwendung 
gebracht worden, und wir nehmen uns vor, von allen Beweis- 
griinden ohne Unterschied Rechenschaft abzulegen, 
auch von den unscheinbarsten*), 


*) Vgl. § 12 Schluss. 
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Wenn der Punkt B innerhalb der Strecke AC angenommen 
wird, so setzen die Strecken AB und BC die Strecke AC zusam- 
men, und man kann dann sagen: Die Strecke BC ist eine Ver- 
langerung der Strecke AB tiber B hinaus, die Strecke AB ist 
uber B hinaus bis C verliingert. Wie auch die Punkte A und B 
angenommen werden (in den am Ende dieses Paragraphen niher 
zu erdrternden Grenzen), immer kann man die Strecke AB tiber A 
hinaus und iiber B hinaus verlingern. Verlingert man nun die 
Strecke AB erst tiber B hinaus bis C, dann wieder iiber B hin- 
aus bis D, so entstehen die Strecken AC und AD, von denen die 
eine mit allen ihren Punkten in die andere fallt. Wird die Strecke 
AB erst tiber B hinaus bis C, dann aber tiber A hinaus bis EL 
verlingert und C mit EH durch eine gerade Strecke verbunden, so 
fallt die Strecke AB mit allen ihren Punkten in die Strecke CE. 
Wir erhalten somit drei weitere Grundsitze, die letzten, welche in 
diesem Paragraphen noch zu geben sind. 

VI. Grundsatz. — Sind A und B beliebige Punkte, so kann 
man den Punkt C so wahlen, dass B innerhalb der Strecke AC liegt. 
| VIE. Grundsatz. — Liegt der Punkt B innerhalb der Strecken 
- ee be e AC und AD, so liegt entweder der, Punkt C 
A Be, D innerhalb der Strecke AD oder der Punkt D 
innerhalb der Strecke AC. 

VIL. Grundsatz. — Liegt der Punkt B innerhalb der Strecke 
Re ey ee he e AC und der Punkt A innerhalb der Strecke 
Dey A B C BD, wnd sind CD durch eine gerade Strecke 
verbunden, so liegt der Punkt A auch innerhalb der Strecke CD. 

Ebenso liegt dann auch der Punkt B innerhalb der Strecke 
CD. — 

Drei Punkte, von denen einer innerhalb der durch die heiden 
andern begrenzten geraden Strecke liegt, mdgen eine gerade 
Reihe heissen (Definition 2). ‘ 

3. Lehrsatz. — Bilden die Punkte ABC und ABD gerade 
Reihen, so gilt dies auch von den Punkten ACD und BCD. 

Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt (Def. 2) entweder 
A innerhalb der Strecke BC oder B innerhalb AC oder C inner- 
halb AB; zugleich liegt (Def. 2) entweder A innerhalb BD oder 
B innerhalb AD oder D innerhalb AB. Liegen C und D inner- 
R =o » halb AB, so liegt (V) entweder D inner- 
A CoD B halb BC und (1) C innerhalb AD, oder D 
innerhalb AC und (1) C innerhalb BD. Liegt C innerhalb und D 
ausserhalb AB, so kénnen wir fiir die Punkte A und B die Be- 
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zeichnung derart wihlen, dass die Strecke AD durch B geht; es 


che ene 3 igehie dann hy) 22) “auch durch C und (1) 
A CB D CD durch B. Liegt C ausserhalb AB, so 
bezeichnen wir die Punkte A und B derart, dass die Strecke AC 
ae A e durch B geht. Entweder liegt jetzt A inner- 
Db A SB C halb BD, mithin (VII) A und B innerhalb 
pte eS CDs. oder Banerlialb ADF mith Gye) 
A BC D entweder C innerhalb AD und (1) BD, 
oder D innerhalb AC und (1) BC; oder D innerhalb AB, mit- 
. oe hin (IV) D innerhalb AC und (1) B inner- 
a ee DSB C halb CD.. Demnach bilden ACD und BCD 


in allen Fallen gerade Reihen (Def. 2). 

Bei der hier in Betreff der Punkte ABC gemachten Annahme 
wird der tiber die Punkte A und B fiihrende gerade Weg, gehorig 
ausgedehnt, den Punkt C iiberschreiten. Man sagt deshalb (Defi; 
nition 3): C leet in der geraden Linie der Punkte A und 
B, kirzer: in der geraden Linie AB oder in der Geraden AB 
(oder BA). Gleichbedeutend ist: Die Gerade 4B geht durch C, 
ist durch C gelegt, C ist ein Punkt der Geraden AB, u.s.w. Die 
Aussagen: A liegt in der Geraden BC, 6B liegt in der Geraden 
AC, C liegt in der Geraden AB, haben einerlei Sinn. Wie auch 
die Punkte C und D angenommen werden, immer existirt eine 
Gerade, welche durch sie hindurchgeht; denn nimmt man etwa 
aS art e (i, Il) A innerhalb der Strecke CD und 
C BoA D (I, Il) B innerhalb der Strecke AC, so sind 
(Def. 2) ABC und (1) ABD gerade Reihen, d. h. (Def. 3) die 
Gerade AB geht durch C und D; ebenso wenn man (VI) A und 
e« 6 so nimmt, dass C innerhalb der Strecke 


A Ca B AD-und D innerhalb der Strecke AB (IV). 
Daher gilt der 
4, Lehrsatz.— Durch zwei beliebige Punkte kann man stets 


eine gerade Linie legen. 

Hs sei A’ ein Punkt der Geraden AB-(also A ein Punkt der 
Greraden A’). Wenn C ebenfalls einen Punkt der Geraden AB 
bedeutet, so ist C entweder von A’ verschieden oder nicht. Im 
ersten Falle sind (Def. 3) ABC und ABA’ gerade Reihen, folg- 
lich (3) auch BCA’, d. h. C in der Geraden A’B (Def. 3). Trifft 
man nun die Bestimmung, dass auch A und B Punkte der Geraden 
AB genannt werden, also A’ ein Punkt der Geraden A’B, so ge- 
hért auch im zweiten Falle C zur Geraden A’ B. (Im ersten Falle 
ist dann nachtraglich noch die Moglichkeit des Zusammenfallens 
Yon C mit A oder B zu beriicksichtigen, welche am Resultat nichts 
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andert; A’ jedoch setzen wir von A und B verschieden voraus.) 
Miernach liegen alle Punkte der Geraden AB in der Geraden A’ B, 
-ebenso alle Punkte der Geraden A’B in der Geraden AB; die 
Aussage ,,C liegt in der Geraden AB“ ist mit der Aussage ,,C 
liegt in der Geraden A’ B“ identisch, und man sagt daher: Die 
Geraden AB und A’B fallen mit einander zusammen. Nimmt man 
jetzt zwei Punkte A’ und B’ in der Geraden AB beliebig, so fallen 
die Geraden AB und A’ B' mit einander zusammen, und schliess- 
lich auch die Geraden AB und CD, wenn beide durch A’ und B’ 
gelegt sind. Dies ist in folgendem Satze ausgesprochen. 

5. Lehrsatz. — Jede Gerade ist durch zwei beliebige von 
ihren Punkten bestimmt, d. h.: Alle Geraden, welche zwei Punkte 
gemein haben, fallen mit einander zusammen. 

Haufig wird zur Bezeichnung einer Geraden statt der Neben- 
emanderstellung zweier Punkte ein besonderer Buchstabe benutzt. 

Sind A und B Punkte der Geraden g, 

mn so bedeutet g die Gerade AB (5); man 

Aj -——"_ sagt: Die Gerade g verbindet A mit B. 

g Alle Punkte der Strecke AB gehoéren 

zur Geraden g (Def. 3); man nennt diese 

Strecke eine Strecke der Geraden g. In 

den Figuren wird die Gerade durch eine 
ihrer Strecken reprisentirt. 

Wenn zwei Geraden g und # einen Punkt A gemein haben} 
so haben sie ausserdem keinen Punkt gemein (5). Man sagt: Die 
Geraden g und h treffen (schneiden) sich im Punkte A; diesen 
nennt man den Durchschnittspunkt der beiden Geraden und 
bezeichnet ihn mit gh. 

Wir ziehen zunichst nur eine einzige Gerade in Betracht. Sind 
A, B, C Punkte einer Geraden g, also C in der Geraden AB ge- 
legen (5), so bilden (Def. 3) die drei Punkte eine gerade Reihe, 
d.h. (Def. 2) es liegt entweder A- innerhalb der Strecke BC, oder 
B innerhalb der Strecke AC, oder C innerhalb der Strecke AB. 

oA Liegt etwa C innerhalb der Strecke AB, 
g A C B so sagt man: Der Punkt C liegt in der 
Geraden g zwischen A und B, A und C auf derselben 
Seite von B, B und C auf derselben Seite von A, A und B auf 

verschiedenen Seiten von C. Aber A liegt alsdann nicht 
zwischen B und C, ebenso B nicht zwischen A und C (II). Da- 
her der 

6. Lehrsatz. — Liegen drei Punkte in einer geraden Linie, 
so liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern. — Und: 


h 


igs t. 
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7. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C in einer geraden 
Linie, C zwischen A und B, so liegt weder A zwischen B und C, 
noch B zwischen A und C. 

Wenn wir an Stelle der urspriinglich eingefiihrten Begriffe die 
neuen setzen: 1) Punkt in einer geraden Linie, 2) Punkt zwischen 
zwei Punkten (in der Geraden), so werden alle Sitze neu formu- 
lirt. Wir gehen zuerst die Grundsiitze I.—VI. durch und bringen 
ihren Inhalt, soweit er nicht schon in die Lehrsitze 4.—7. tiber-. 
gegangen ist, durch folgende vier Sitze zum Ausdruck: 

8. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte A und 
B gegeben, so kann man in ihr stets C so wihlen, dass C zwischen 
A und B liegt. 

9. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden zwei Punkte A und 
B gegeben, so kann man in ihr stets C so wahlen, dass A zwischen 
B und C hegt. 

10. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer 
Geraden, C zwischen A und B, D zwischen A und C, so liegt D 
auch zwischen A und B. 

11. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer 
Geraden, C und D zwischen A und B, aber D nicht zwischen A 
und C, so liegt D zwischen B und C. 

Die beiden letzten Sitze lassen sich durch einen einzigen er- 
setzen, der durch Benutzung von 6. 10, 11. zu Stande kommt. Es 
sseien namlich A, B, C, D Punkte einer Geraden, D zwischen A 
‘und B gelegen; dann liegt (6) entweder C zwischen A und B, so 
dass der 11. Lehrsatz zur Anwendung kommt, oder A zwischen B 
und C und mithin (10) D zwischen B und C, oder B zwischen A 
und C und mithin (10) D zwischen A und C, d. h.: 

12. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer 
Geraden, D zwischen A und 6, so liegt D entweder zwischen A 
und C oder zwischen 6 und C. 

Hierin ist in der That der 11. Satz unmittelbar enthalten; der 
10. ergiebt sich aus 7. und 12. folgendermassen. Hs seien A, B, C, D 
Punkte einer Geraden, welche die im 10, Lehrsatze gemachten Vor- 
aussetzungen erftillen. Da C zwischen A und B, so ist (12) C 
zwischen A und D oder zwischen B und D; da D zwischen A und 
C, so ist (12) D zwischen A und B oder zwischen B und C. Nun 
ist (7) C nicht zwischen A und D, also C zwischen B und D, mit- 
hin (7) D nicht zwischen B und C, sondern D zwischen A und B. 

Aus 7. 10. 11., also auch aus 7. 12., kann man, dem 1. Lehr- 
satze entsprechend, den folgenden beweisen: 

13. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer 
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Geraden, C zwischen A und B, D zwischen B und C, so liegt C 
zwischen A und D. 

Dem siebenten Grundsatze entspricht: 

14. Lehrsatz. — Liegen A, B, C, D in gerader Linte, B 
zwischen A und C, zugleich B zwischen A und D, so liegt A nicht 
zwischen C und D. 

Diesen kann man aber aus 7. und 12. herleiten, mit Benutzung 
von 18. Lige namlich unter jenen Voraussetzungen A zwischen 
C und D, so lige (13) A zwischen B und D, wiahrend doch B 
zwischen A und D liegen soll (7). 

Nach (6) hegt entweder C zwischen A und D und mithin (13) 
zwischen B und D, oder D zwischen A und C und mithin (13) 
zwischen B und C, jedenfalls (7) B nicht zwischen C und D, d. h.: 

15. Lehrsatz. — Liegen A, B, C, D in gerader Linie, B 
zwischen A und C, zugleich B zwischen A und D, so liegt B nicht 
zwischen C und D. 

Man braucht nur B mit D zu vertauschen, um hierin eine 
Erginzung des zwolften Lehrsatzes zu erkennen, nach welcher die 
beiden in ihm ausgesprochenen Méglichkeiten sich gegenseitig aus- 
schliessen. Diese Ergiinzung hat sich aber als eine Folge der Siatze 
6. 7. 12. erwiesen. ; 

Dem achten Grundsatze endlich entspricht: 

16. Lehrsatz. — Liegen A, B, C, D in gerader Linie, A 
zwischen B und C, BG zwischen A und D, so liegt A zwischen C 
und D. 

Diesen kann man ebenfalls aus 6. 7. 12. herleiten. Denn lige 
(6) C zwischen A und D, so lige (7 und 11) C zwischen B und 
D, folglich B zwischen A und C (13); ware D zwischen A und C, 
so ware auch B zwischen A und C (10). Beides ist unméglich (7). 

Wahrend zur Bestimmung einer Strecke die beiden Endpunkte 
erforderlich sind, diirfen zur Bestimmung der Geraden zwei belie- 
bige von ihren Punkten genommen werden. Dieser Umstand hat 
zur Folge, dass fiir den Grundsatz I. die Lehrsiitze 4. 5. 6. eintreten, 
fiir die Grundsitze TV. V. VII. VIII. dagegen nur der eine Lehr- 
satz 12.; die Grundsatze II. HJ. VI. haben resp. die Lehrsitze 8. 
7. 9. geliefert. Aus den Satzen 4,—9. und 12., oder aus 4.—11., 
kénnen dieselben Folgerungen gezogen werden, welche man an die 
Grundsitze zu kntipfen vermag. Von Interesse sind hier nur die 
beiden folgenden Sitze. 

17. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine beliebige 
(endliche) Menge von Punkten, so kann man zwei Punkte heraus- 
heben, zwischen denen alle iibrigen liegen. 


== 
bS 
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Beweis. — Hebt man die Punkte A, DB beliebig heraus, so 
werden im Allgemeinen die tibrigen Punkte theils zwischen A und 
B liegen, theils nicht. Zur letzteren Gattung mag etwa C gehdren, 
und zwar mag PB zwischen A und C liegen (6). Dann befinden 
sich (10) die zwischen A und B gelegenen Punkte auch zwischen 
A und OC, und iiberdies der Punkt B, vielleicht noch andere von den 
gegebenen Punkten. Wenn ein Theil derselben nicht zwischen A 
und C liegt, so wird A oder C durch einen neuen Punkt ersetzt. 
U. s. w. 

18. Lehrsatz. — Hat man in einer Geraden eine beliebige 
Menge von Punkten, so kann man in ihr zwei Punkte so angeben, 
dass zwischen ihnen alle gegebenen legen. 

Beweis. — Unter den gegebenen Punkten kann man (17) zwei 
herausheben, zwischen denen alle iibrigen liegen, etwa H und J’. 
Man wihle jetzt (9) in der gegebenen Geraden den Punkt MV so, 
dass EH zwischen /’ und M liegt, und dann (9) den Punkt WN so, 
dass F’ zwischen M und N liegt. Nach (10) befinden sich alle 
zwischen EH und F' gelegenen Punkte auch zwischen M und F, 
mithin auch (10) zwischen M und N. Dasselbe gilt von H (10) 
und F’, also von allen gegebenen Punkten. 

Die Lehrsitze 4.5. driicken die Higenthiimlichkeit der geraden 
Linie aus. Die Satze 6.—11. dagegen passen auf jede begrenzte — 
(sich selbst nirgends schneidende oder beriihrende) Linie. Wenn 
man innerhalb einer solchen drei Punkte A, B, C annimmt, so 
liegt einer von ihnen zwischen den beiden andern; liegt C zwischen 
A und B, so liegt A nicht zwischen B und C, u.s. w. Es werden 
also simmtliche Sitze passen, welche aus 6.—11. allein entspringen. 

Wenn man dagegen drei Punkte A, B, C auf einer geschlos- 
senen (sich selbst nirgends schneidenden oder bertihrenden) Linie 
wahlt, so hat es keinen Sinn zu sagen, etwa dass C zwischen A 
und B liege, weil von A nach B auf jener Linie zwei Wege fiihren, 
von denen einer tiber C geht, der andere nicht. Indess lasst sich 
doch ein dbnlicher Begriff erzeugen. Ich nehme in der gegebenen 

Linie einen beliebigen Punkt EH und be- 
stimme, dass nur solche Wege zugelassen 
Lalli gti werden, welche den Punkt E ausschliessen. 
Daun giebt es von A nach B nur noch 
A 


nies einen Weg; ftihrt dieser iiber C, so liegt 
C zwischen A und B unter Beachtung 
der getroffenen Bestimmung, und ich 

ET 


sage: bei ausgeschlossenem H 
Pig. 2 liegt C zwischen A und B (oder B 
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und A). Den Punkt # will ich dabei als ,,Grenzpunkt“ be- 
zeichnen., 

Mit dem neuen Begriffe kann man operiren, wie mit dem auf 
die begrenzte Linie beziiglichen, und es gelten wieder die Siitze 
6.—11., wenn EF eingefiihrt und der Zusatz ,,bei ausgeschlossenem 
E oder ,,fiir den Grenzpunkt E“ itiberall angebracht wird. Der 
neue Begriff bezieht sich auf vier Punkte A, B, C, £ in einer ge- 
schlossenen Linie. Er ist anzuwenden, wenn von den Wegen, welche 
von A nach B gehen, der eine tiber C fihrt und nicht zugleich 
tiber #; dann fiihrt aber der andere Weg iiber # und nicht zugleich 
tiber C, d. h. fiir den Grenzpunkt C liegt HE zwischen A und B. 
Die Punkte C und # kénnen daher ihre Rollen vertauschen, und 
da man von A nach B nicht gelangen kann, ohne einem von ihnen 
zu begegnen, so sagt man: A und B werden durch C und EL 
(oder FE und C) getrennt. 

_Indem wir jetzt die Satze 6.—11. auf die geschlossene Linie 
tibertragen, entstehen die nachstehend unter b—f aufgefiihrten Siatze, 
denen wir einen nur. fiir die geschlossene Linie giiltigen voraus- 
schicken, namlich 

a) Liegt C zwischen A und B bei ausgeschlossenem LH, so 
hegt EL zwischen A und B bei ausgeschlossenem C. ; 

Hier, wie in den folgenden Sitzen, ist nur von Punkten einer 
und derselben geschlossenen Linie und von ihrer Lage in dieser 
Linie die Rede. 

b) Bei ausgeschlossenem FE liegt entweder A zwischen B und 
C, oder B zwischen A und C, oder C zwischen A und L, und zwar 
schliesst jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

c) Liegt fiir den Grenzpunkt H der Punkt C zwischen A und 
B, der Punkt- D zwischen A und C, so liegt D auch zwischen A 
und B fiir den Grenzpunkt LE. : 

d) Liegen fiir den Grenzpunkt H die Punkte C und D zwischen 
A und B, so liegt fiir denselben Grenzpunkt der Punkt D entweder 
zwischen A und C oder zwischen 6 und C. 

e) Wenn drei Punkte A, B, H gegeben sind, so kann man C 
so wihlen, dass C zwischen A und B fiir den Grenzpunkt F. 

f) Wenn drei Punkte A, b, H gegeben sind, so kann man D 
so wihlen, dass B zwischen A und D fiir den Grenzpunkt £. 

Jetzt ist aber der letzte Satz von vorhergehenden abhingig; 
er kann aus a, b, e hergeleitet werden. Zuerst nimlich zieht man 
aus a und b eine Folgerung. 

g) Werden AB durch CE getrennt, so werden auch C& durch 
AB getrennt. 


14 § 1. Von der geraden Linie. 


Beweis. — Der Voraussetzung zufolge liegt C zwischen A und 
B fiir den Grenzpunkt H und (a) E zwischen A und B fiir den 
Grenzpunkt C. Nach (b). werden also }C durch AF nicht ge- 
trennt, ebensowenig BH durch AC. Folglich (a) liegt FE nicht 
zwischen B und C, C nicht zwischen B und EF bei ausgeschlosse- 
nem A. Es bleibt daher (b) nur die Méglichkeit tibrig, dass B 
zwischen C und EF bei ausgeschlossenem A, d. h. dass CE durch 
BA (oder AB) getrennt werden. — Die Beobachtung lehrt in der 
That, dass dies stattfindet, sobald AB durch CE getrennt sind; 
aber die Benutzung der Siitze a und b fiihrt zu demselben Ergebniss. 

Wenn nun FL, B, A gegebeu sind, kann ich D so wihlen (e), 
dass D zwischen B und F bei ausgeschlossenem A, d. h. BH durch 
DA getrennt, also DA durch BE (g), d.h. B zwischen A und D 
bei ausgeschlossenem J. 

Aus den Siatzen 6. 7. 10. 11. wurden 12.—17. gefolgert. Mit 
den Satzen b, c, d kann man ganz analog verfahren; von den Hr- 
gebnissen sollen nur die beiden angeftihrt Oba welche den Num- 
mern 12, und 15. entsprechen. 

h) Liegt D fiir den Grenzpunkt zwischen A und B, aber 
nicht zwischen B und C, so liegt D fiir denselben Grenzpunkt 
zwischen A und C. 

i) Liegt D fiir den Grenzpunkt H zwischen A und B, zugleich 
zwischen A und C, so liegt D fiir denselben Grenzpunkt nicht zwi- 
schen B und C. 

Unter Berticksichtigung von (g) schlesst man jetzt: Werden 
DE durch AB getrennt, durch BO aber nicht, so werden DE 
durch AC getrennt; werden DH durch AB und durch AC ge- 
trennt, so werden DE durch BC nicht getrennt; sind DE weder 
durch AC noch durch BC getrennt, so sind sie auch ee durch 
"AB getrennt; d. h.: 

k) Sind ‘AB durch eines der Paare CH und DE getrennt, 
durch das andere aber nicht, so sind AB durch CD getrennt. Und: 

1) Sind AB durch die Paare CH und DE getrennt, oder durch 
beide nicht getrennt, so sind AB auch durch CD nicht getrennt. 
Oder: Sind AB durch CD getrennt, so sind AB durch eines der 
Paare CH und DE getrennt, durch das andere aber nicht. 

Die Satze a—e kénnen wir als Grundsiitze bezeichnen; aus 
ihnen wurden die Siitze f—1 hergeleitet. Wie 10. und 11. aus 7. 
und 12., so folgen c und d aus b und h, oder auch aus a, b und 
k, da h eine Folge von g und k, g eine Folge von a und b ist. 
Mit Htilfe der Siitze a, b, e, k und zwar ausschliesslich mit deren 
Hiilfe lassen sich demnach alle tibrigen Satze der Gruppe a—1 beweisen. 
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Unter Annahme eines festen Punktes E ist es gelungen, an der 

geschlossenen Linie die Beobachtungen, welche sich an der be- 
grenzten Linie dargeboten hatten, zu wiederholen; die geschlossene 
Linie wurde durch Ausschluss des Punktes H mit der begrenzten 
in vollstindige Analogie gebracht. Es lasst sich aber auch umge- 
kehrt der Begriff getrennter Paare auf die begrenzte Linie iiber- 
tragén; in welcher Weise dies zu geschehen hat, lehren die Sitze 
k und 1. Indem wir uns auf die gerade Linie beschrinken, geben 
wir jetzt folgende Definition. Liegt in einer geraden Linie von 
den Punkten C, D der eine zwischen A und B, der andere aber 
nicht, so sagen wir (Definition 4): Die Punkte AB werden 
durch CD getrennt, oder: bei ausgeschlossenem D (fiir den 
Grenzpunkt D) liegt C zwischen A und B. Die Vertauschbar- 
keit von A mit B, von C mit D ist in der Definition selbst  be- 
griindet. Hs gilt daher in der geraden Linie der Satz a, und es 
‘soll gezeigt werden, dass auch die Sitze b, e, k ihre Giiltigkeit be- 
halten, Dass die Sitze a—l simmtlich fortbestehen, bedarf alsdann 
keines Beweises. 
19, Lehrsatz. — Sind A, B, C, # Punkte in einer Geraden, 
so werden entweder BC durch AF getrennt, oder CA durch BE, 
oder AB durch CH, und zwar schliesst jede dieser Lagen die bei- 
den andern aus. ; 

Beweis. — Die Punkte A, B, C kénnen derart bezeichnet wer- 
den, dass A zwischen B und C liegt (6). Nun befindet sich ent- 
weder B zwischen C und EH, oder C zwischen B und EL, oder HK 
zwischen B und C (6). Im ersten Falle liegt B zwischen C und 
E, A zwischen B und C, folglich A zwischen C und F& (10), B 
zwischen A und F (13); folglich werden (Satz 7. und Def. 4) BC 
durch 4 E getrennt, aber CA nicht durch BE, AB nicht durch CE. 
Der zweite Fall entsteht durch Vertauschung von 6 und C und 
fithrt daher zu demselben Ergebniss. Im dritten Falle liegen A 
und EF zwischen, B und C, folglich A entweder zwischen B und L 
oder zwischen C und # (11). Liegt A zwischen B und EF, mithin 
E zwischen A und C (13), so werden (Satz 7. und Def. 4) AC 
durch BE getrennt, aber BC nicht durch AL, AB nicht durch 
CE. liegt A zwischen C und EL, so werden AB durch CE ge- 
trennt, aber BC nicht durch AH, AC nicht durch BE (Sitze 7. 
13. und Def. 4). 

20. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, b, # in einer geraden 
Linie, so kann man in ihr C so wahlen, dass AB durch CE ge- 
trennt werden. 

Beweis. — Liegt FE nicht zwischen A und B, so wihle man 


/ 
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C zwischen A und B (8). Liegt # zwischen A und B, so wihle 
man C so, dass B zwischen A und C oder A zwischen B -und C 
(9), also C nicht zwischen A und B (7). Beidemal werden AB 
durch CE getrennt (Def. 4). 

21. Lehrsatz. — Sind in einer Geraden die Punkte AB durch 
eines der Paare OH und DE getrenunt, durch das andere aber 
nicht, so sind AB durch CD getrennt. 

Beweis. — Es seien AB etwa durch CE getrennt, durch DEH 
nicht getrennt. Liegt nun C zwischen A und B, also (Def. 4) H 
nicht, so ist (Def. 4) auch D nicht zwischen A und B gelegen. 
Liegt aber C nicht zwischen A und B, so befindet sich (Def. 4) 
zwischen diesen beiden Punkten, mithin (Def. 4) auch D. Beide- 
mal werden AB durch CD getrennt (Def. 4). 

Hiermit ist die Uebertragung der Sitze a, b, e, k in solche, 
welche sich auf Punkte in einer geraden Linie beziehen, ausgefiihrt. 
An die drei erhaltenen Siitze schliessen sich ohne Weiteres die- 
Folgerungen an, welche den iibrigen Sitzen der vorigen Gruppe 
entsprechen. Die Siitze g und | gehen in die beiden folgenden tiber: 

22. Lehrsatz (Umkehrung des vorigen). — Sind A, B, C, 
D, FE Punkte in einer Geraden und werden AB durch CD ge- 
trennt, so werden AB durch eines der Paare CH und DE ge- 
trennt, durch das andere aber nicht. 

23. Lehrsatz. — Werden in einer Geraden die Punkte AB 
durch CE getrennt, so werden auch CH durch AB getrennt. 

Durch diese Ergebnisse wird es méglich, die gerade Linie ahn- 
lich wie eine geschlossene zu behandeln. — 

Im Laufe der Entwickelung traten zu den urspriinglich einge- 
fiihrten geometrischen Begriffen neue hinzu, welche jedoch auf jene 
zurtickzuftihren sind. Wir wollen dieselben abgeleitete Begriffe 
nennen, die anderen Grundbegriffe. Die abgeleiteten Begriffe 
wurden definirt, wobei allemal die vorhergehenden benutzt wur- 
den, keine anderen; und so oft ein abgeleiteter Begriff zur Anwen- 
dung kam, wurde unmittelbar oder mittelbar auf seine Definition 
Bezug genommen; ohne eine solche Berufung war die betreffende 
Beweisfiihrung nicht méglich, Die Grundbegriffe sind nicht 
definirt worden; keine Erklirung ist im Stande, dasjenige Mittel 
zu ersetzen, welches allein das Verstiindniss jener einfachen, auf 
andere nicht zuriickftihrbaren Begriffe erschliesst, nimlich den Hin- 
weis auf geeignete Naturobjecte. Wenn Euklid sagt: ,,Hin Punkt 
ist, was keine Theile hat; eine Linie ist Linge ohne Breite; eine 
gerade Linie (Strecke) ist diejenige, welche den auf ihr befindlichen 
Punkten gleichformig liegt“, so erklirt er die angefiihrten Begriffe 
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durch Kigenschaften, welche sich zu keiner Verwerthung eignen, 
und welche auch von ihm bei der weiteren Entwickelung nirgends 
verwerthet werden. In der That stiitzt sich keine einzige Stelle 
auf eine jener Aussagen, durch welche der Leser, der aus den 
» Hlementen’’ ohne eine bereits vorher durch wiederholte Beobach- 
tungen ausgebildete Vorstellung von den geometrischen Grund- 
begriffen tiberhaupt nichts lernen kann, hoéchstens an die betreffende 
Vorstellung erinnert und dazu veranlasst wird, sie den wissenschaft- 
lichen Anforderungen gemiiss einzuschrinken oder zu erginzen. 

Die Mathematik stellt Relationen zwischen den mathematischen 
Begriffen auf, welche den. Erfahrungsthatsachen entsprechen sollen, 
aber weitaus in ihrer Mehrzahl der Erfahrung nicht unmittelbar 
entlehnt, sondern ,,bewiesen‘‘ werden; die (ausser den Definitionen 
der abgeleiteten Begriffe) zur Beweisfiihrung ‘nothwendigen Erkennt- 
nisse bilden selbst einen Theil der aufzustellenden Relationen. Nach 
Ausscheidung der auf Beweise gestiitzten Sitze, der Lehrsitze, 
bleibt eine Gruppe von Sitzen zuriick, aus denen alle tibrigen sich 
folgern lassen, die Grundsdtze; diese sind unmittelbar auf Be- 
obachtungen gegriindet*), freilich auf Beobachtungen, welche seit 
undenklichen Zeiten sich unaufhérlich wiederholt haben, welche 
klarer erfasst werden, als die irgend einer andern Art, und mit 
denen die Menschen deshaJb lingst so vertraut geworden sind, dass 
ihr Ursprung in Vergessenheit gerathen und Gegenstand des Streites 
werden konute. 

Die Grundsatze sollen das von der Mathematik zu verarbei- 
tende empirische Material vollstandig umfassen, so dass man nach 
ihrer Aufstellung auf die Sinneswahrnehmungen nicht mehr zuriick- 
zugehen braucht. Um so vorsichtiger mtissen von vornherein etwaige 
Kinschrankungen festgestellt werden, denen die Anwendung einzel- 
ner Grundsitze unterliegt. Bei einem Theile der oben aufgestellten 
geometrischen Grundsatze, namlich bei I. und VI., sind nun solche 
Hinschrankungen geltend zu machen. Im ersten Grundsatze diirfen 
die durch eine gerade Strecke zu verbindenden Punkte nicht zu 
nahe bei einander angenommen werden. So lange alle in Betracht 
gezogenen Punkte durch Zwischenriume getrennt sind, erscheint 
der Vorbehalt tiberfliissig. Das ist in der That bei den Figuren 
der Fall, aus deren Anschauung man die Grundsitze schépft; ftir 
solche Figuren wird daher der achte Lehrsatz — der einzige, der 


*) Den empirischen Ursprung der geometrischen Axiome hat Helmholtz 
einer eingehenden Erérterung unterworfen in seinem Vortrage ,,Ueber den 
Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome“ (Populére wissen- 
schaftliche Vortrage von H, Helmholtz, drittes Heft, Braunschweig 1876). 
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von dem Vorbehalt bertihrt wird — immer zutreffen, Aber bei 
wiederholter Anwendung dieses Satzes verliert die Figur ihre ur- 
spriingliche Beschaffenheit. Sind A und B Punkte der ursprting- 
lichen Figur und wird in der Geraden AB ein Punkt C zwischen 

o_o eee Aund B eingeschaltet, hierauf C, zwischen 

A CG, € C B A und C, C, zwischen A und C, us. w., 
so kann man immer mehr in die Nihe des Punktes A gerathen 
und muss dann schliesslich auf weitere Hinschaltungen verzichten*). 
Der achte Lehrsatz kann also nicht beliebig oft auf eine Gerade 
angewendet werden. Hine vollkommen scharfe Grenze lasst sich 
freilich nicht angeben; man muss sich aber hiiten, aus dem Mangel 
einer scharf angebbaren Grenze das Nichtvorhandensein jeder Grenze 
zu schliessen. 


Die geometrischen Grundbegriffe und Grundsitze erlernt man 
an Objecten, von denen man verhialtnissmissig nur wenig entfernt 
ist; tiber ein solches Gebiet hinaus ist also ihre Anwendung nicht 
ohne Weiteres berechtigt. Geht man z. B. von einer geraden 
Pan ene ee Strecke AB aus und (VI) verlingert sie 
A B B, 8&8, B, itber B bis B,, dann BB, iiber B, bis 
B,, B,B, iiber B, bis B, u.s.f., so kann man wohl eine Zeit 
lang noch gerade Strecken AB,, Ab, u. s. w. einfiihren, aber 
friiher oder spater kommt ein Punkt B,, von dessen Verbindung 
mit dem Punkte A durch eine gerade Strecke nicht die Rede sein 
kann, ohne dass dieser Begriff seinen Charakter als Grundbegriff 
verliert, Man sagt zwar auch (indem man jede Aufeinanderfolge 
von geraden Strecken, bei der je zwei benachbarte sich zu einer 
geraden Strecke vereinigen, wieder eine gerade Strecke nennt), es 
sei die Strecke ABbis 6, verlingert, die Strecke AB, bis B,, 
die Strecke AB, bis B, u.s.f. Das andert jedoch nichts an der 
Art, wie die Punkte B,.B,--- wirklich erlangt werden; denn wenn 
B, sich von A zu weit entfernt hat, so kann man bei der Her- 
stellung von B,41 nicht mehr A benntzen, wohl aber B, 1. Man 
wird also auch vom sechsten Grundsatz (oder vom neunten**) Lehr- 
satz) nicht beliebig oft in einer und derselben Figur Gebrauch 
machen, wobei wieder eine scharfe Grenze nicht existirt. 


Die folgenden Entwickelungen setzen, wie die bisherigen, 
allemal Figuren voraus***), deren Theile nahe genug bei einander 


*) Vergl. die nihere Ausfiihrung in § 23. 
**) Auf den achten und neunten stiitzt sich der zwanzigste. 
***) Vergl. Riemann, Gesammelte Werke §8. 266; F. Klein, Mathem. 
Ann. Bd. 4 8, 576 und 624, Bd. 6 S, 134. 
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sind, um eine directe Beurtheilung ihrer geometrischen Beziehun- 
gen zu erméglichen. Auf die Verkniipfung solcher Figuren 
lassen sich alle Anwendungen der Geometrie zuriick- 
ftihren, ein Gegenstand, der hier nicht niher erértert werden 
soll. Wie aber geometrische Begriffe und Gesetze, welehe sich 
innerhalb eines beschrankten Gebietes bewihren, bei fortgesetzter 
Erweiterung des Gebietes ihre Giiltigkeit verlieren kénnen, wird 
durch eine ganz einfache Betrachtung veranschaulicht. Nehmen 
wir an, in einer geschlossenen (einfachen) Linie bewege sich ein 
Beobachter, der immer nur einen kleinen Theil der Linie iibersehen 
und tiberhaupt nur einen Theil derselben durchlaufen kann, und 
der in Folge dessen die Linie noch nicht als eine geschlossene er- 
kannt hat. Dieser Beobachter wird innerhalb des jedesmal von 
ihm iiberblickten Weges zu Erkenntnissen gelangen, wie sie fiir 
die gerade Linie in den Sitzen 6.—11. ausgesprochen sind, und 
dieselben alsdann auf das ihm zugiingliche Gebiet ausdehnen; er 
wird schliesslich geneigt sein, sie auf die Linie in ihrer ganzen 
Erstreckung zu iibertragen, wenn er dies aber thut, natiirlich zu 
unrichtigen Schliissen gelangen. Hs seien z. B. A, B Punkte von 
geringem gegenseitigen Abstande, und der Punkt 
M M werde durch Fortsetzung des Weges AB 
tiber 6 hinaus erreichbar vorausgesetzt; sagt 
man alsdann, es sei B zwischen A und M 
gelegen, und schliesst weiter, es sei A nicht 
zwischen 6B und M gelegen, so leugnet man 
A B damit die thatsiichlich vorhandene Méglichkeit, 
Fig. 3. den Punkt M durch Fortsetzung des Weges 

BA iiber A hinaus zu erreichen. 


= C Diese Bemerkung ist u. A. zu be- 
bins riicksichtigen bei der Frage, ob die Ge- 
raden AB und CD einen Punkt gemein 


A haben kénnen, wenn die Figuren ABC 
D und CDA (nicht ADC) congruent sind 

(§ 13) und die Punkte B, D auf verschie- 
denen Seiten der Geraden AC liegen. Die Figuren ABCD und 
CD AB sind congruent, und die geraden Strecken AB, CD haben 
keinen Punkt gemein. Man pflegt nun zu schliessen: Hitten die 
Geraden 4B und CD den Punkt M gemein, so waren die Figuren 
ABCDM und CDABM congruent, und M lige ausserhalb der 
Strecke AB; lige etwa B zwischen A und M, so lige auch D 
zwischen C und M, D und M auf derselben Seite der Geraden 
BC, ebenso A und M, d.h. A zwischen B und M, was nicht 

Q* 


Fig. 4. 
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moglich ist. Hierdurch wird jedoch die Frage nicht entschieden, 
da auf die Figur ABODM manche geometrische Begriffe und 
Siitze in der Art, wie es vorhin geschehen, méglicherweise nicht 
angewendet werden diirfen. 


§ 2. Von den Ebenen. 


Wir ziehen jetzt einen weiteren geometrischen Begriff in die 
Betrachtung, die Ebene. Aehnlich wie bei der geraden Linie aus- 
einandergesetzt wurde, wird von der Ebene gesagt, dass sie unbe- 
erenzt sei; wenn wir uns aber an die unmittelbare Wahrnehmung 
halten, so lernen wir nur die wohlbegrenzte ebene F'lache kennen. 
Demgemiss wird zuniichst nur von der ebenen Flache und von 
Punkten einer ebenen Flache die Rede sein, der Begriff 
,Hbene aber erst nachher eingeftihrt werden. 

Die folgenden Sitze sind wieder zum Theil Grundsitze, zum 
Theil Lehrsiitze. Beim Beweise der letzteren diirfen Wir von den 
in § 1 gegebenen Sitzen Gebrauch machen. Die ersteren sind der 
Ausdruck gewisser Beobachtungen, welche an ebenen Figuren leicht 
gemacht werden konnen. 

Durch drei beliebige Punkte A, B, C kann man eine ebene 
Flache legen, weun auch nicht gerade eine einzige. Zieht man nun 
eine gerade Strecke durch A und 5, so brauchen nicht alle Punkte 
der Strecke in jener Flache zu liegen, aber man kann néthigen- 
falls die letztere zu einer ebenen Fiche erweitern, welche die 
Strecke, d. h. alle ihre Punkte, enthilt, 


I. Grundsatz. — Durch drei beliebige Punkte kann man eine 
ebene Fiche legen. 

II. Grundsatz. — Wird durch zwei Punkte einer ebenen 
Flache eine gerade Strecke gezogen, so existirt eine ebene Fliche, 
welche alle Punkte der vorigen und auch die Strecke enthilt. 

Wenn zwei ebene Flichen gegeben sind, so kann ein Punkt A 
in beiden zugleich enthalten sein. Wir nehmen dann allemal wahr, 
dass der Punkt A nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist, 
wenn wir nothigenfalls die beiden Flachen oder eine von ihnen 
gehorig erweitert haben. 

III. Grundsatz. — Wenn zwei ebene Flichen P, P’ einen 
Punkt gemein haben, so kann man einen andern Pant angeben, 
der Dron mit allen Punkten von H, als auch mit allen Punkten 
von £’ je in einer ebenen Flache enthalten ist, 

Ks kénnen zwei ebene Flichen auch drei Punkte zugleich ent- 
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halten. Bei der Untersuchung dieses Falles kann man eine Be- 
obachtung benutzen, welche auch zur Beantwortung anderer, auf 
die Begegnung von Linien beziig- 


oO licher Fragen erforderlich ist. In 

emer ebenen Fliche seien drei 

Gf “a Punkte A, B, C zu einem Dreieck 

ys zusammengefiigt, d. h. durch die 
EN . geraden Strecken AB, AC, BC 


‘ paarweise verbunden. In dersel- 
B 


5a \ae ben Flache sei die gerade Strecke 
A DE gelegen und zwar so, dass 
\ sie einen innerhalb der Strecke 

\D AB gelegenen Punkt F enthilt. 

Fig. 5. Die Strecke DF hat dann allemal 


entweder mit der Strecke AC oder 
mit der Strecke BC einen Punkt gemein, oder sie kann bis zu 
einem solchen Punkte verlaingert werden. 

IV. Grundsatz. — Sind in einer ebenen Fliche drei Punkte 
A, B, C durch die geraden Strecken AB, AC, BC paarweise ver- 
bunden, und ist in derselben ebenen Flaiche die gerade Strecke DE 
durch einen innerhalb der Strecke A:B gelegenen Punkt gezogen, 
so geht die Strecke DE oder eine Verlingerung derselben entweder 
durch einen Punkt der Strecke AC oder durch eingn Punkt der 
Strecke BC. 

Oder: Liegen die Punkte A, B, C, D in einer ebenen Fliache, 
F in der Geraden AB zwischen A und B, so geht die Gerade DF 
-entweder durch einen Punkt der Strecke AC oder durch einen 
Punkt der Strecke BC. 

1. Lehrsatz. — Liegen die Punkte A, B, C, D in einer ebenen 
Flache P, zugleich die Punkte A, B, C in einer ebenen Flache P’, 
aber nicht in einer geraden Linie, so existirt eine ebene Flache, 
welche alle Punkte von P’ enthalt und auch den Punkt D. 

Beweis. — Liegt D in einer der Geraden AB, AC, BC, so 
existirt eine solche Fliche nach dem zweiten Grundsatz. Liegt D 
in keiner der Geraden AB, AC, BC, so werde in der Geraden AB 
zwischen A und B ein Punkt /# angenommen; es mag dann (IV) 
die Gerade DF etwa durch einen Punkt G der Strecke AC gehen; 
F und G sind von einander verschieden, D in der Geraden FG. 
Hs existirt jetzt eine ebene Fliche @, welche alle Punkte von P’ 
enthalt und auch F'; weiter eine ebene Fliche Q’, welche alle 
Punkte von @Q enthalt und auch G; schliesslich eine ebene Flaiche 
welche alle Punkte von Q’ enthalt und auch D. 
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Gehen wir nun von drei beliebigen, nicht in eime Gerade 
gehérigen Punkten A, B, C aus und legen durch sie eine ebene 
Fliche. Wenn durch die Punkte A, B, C und einen weiteren Punkt 
D sich ebenfalls eine ebene Fliche legen liisst, so braucht D zwar 
der yorigen nicht anzugehéren; diese lasst sich aber néthigenfalls 
erweitern, bis sie auch den Punkt D enthalt (1). In Folge dessen 
sagt man: der Punkt D liegt in der Hbene der Punkte A, B,. C, 
oder einfach: in der Ebene ABC, oder: die Ebene ABC geht 
durch D, D ist ein Punkt der Ebene ABC u.s. w. 

_ Es seien L, M, N drei beliebige Punkte. Wenn sie nicht in 
gerader Linie liegen, so sei A ein Punkt der Geraden LM, B ein 
Punkt der Geraden LN, C ein Punkt der Geraden MN; ich kann 
dann durch L, M, N eine ebene Fliche legen, folglich auch durch 
L, M, N, A, B, C. Wenn L, M, N in einer Geraden liegen, so 
sel A ein Punkt ausserhalb der Geraden, 6 ein Punkt der Geraden 
AL, C ein Punkt der Geraden AM; durch A, L, M kann man 
eine ebene Flaiche legen, folglich auch durch A, B, C, L, M, N. 
Beidemal liegen A, 6, C nicht in gerader Linie und L, M, N in 
der Ebene ABC. 

2. Lehrsatz. — Durch drei Punkte kann man immer eine 
Ebene legen. 

Es sei A’ ein Punkt Ne: Ebene ABC und A’, B, C nicht in 
gerader Linie (also A ein Punkt der Ebene A’ BO). Wird nun D 
von A verschieden in der Ebene A’bC angenommen, so liegen die 
Punkte A, b, C, D, A’ in einer ehenen Flaiche, d. h. D zugleich 
in der Ebene ABC; und wenn wir auch die Punkte A, B, C 
»Punkte der Ebene 4.6C% nennen, so kénnen wir sagen, dass jeder 
Punkt der Ebene A’ LC zugleich der Ebene ABC angehort. Aber 
auch umgekehrt sind alle Punkte der Ebene ABC Punkte der 
Ebene A’6C. Man sagt daher: Die Ebenen ABC und A’ BC 
fallen mit einander zusammen. 

Jetzt seien A’, BD’, CO’ beliebige Punkte der Ebene ABO, aber 
nicht in einer Geraden. Der Punkt A’ kann in einer der Geraden 
AB, AC, BC liegen, doch héchstens in zweien; er liege ausser- 
halb der Geraden BC; dann fallen die Ebenen ABC und A’ BC 
zusammen. Der Punkt B’ liegt in der Ebene A’ BC, doch nicht 
in den Geraden A’, A’C zugleich; er liege ausserhalb der Geraden 
A'C; dann. fallen die Ebenen A’ BO und A’B’'C zusammen. Der 
Punkt C’ liegt in der Ebene A’ B’C, aber nicht in der Geraden 
A’ B’; folglich sind die Ebenen A’ B’C und A’ BC’ identisch. 

3. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch drei beliebige von 
ihren Punkten, welche nicht in gerader Linie liegen, bestimmt. 
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Oder: Drei Punkte, welche zugleich verschiedenen Ebenen ange- 
héren, liegen in einer Geraden. 

Haufig wird zur Bezeichnung einer Ebene ein besonderer Buch- 
stabe benutzt. Sind A, B, C Punkte der Ebene P, welche nicht 
in gerader Linie liegen, so bedeutet P die Ebene ABO. — 

Nehmen wir jetzt in einer Geraden g die Punkte A, B beliebig, 
ebenso in einer durch A und B gehenden Ebene P den Punkt C 
ausserhalb der Geraden g. Ist D irgend ein dritter Punkt der 
Geraden g, so kann man durch die Punkte A, B, C eine ebene 
Flache legen, weiter auch durch die Punkte A, B, C, D; der Punkt 
D liegt also in der Ebene ABC, d. i. in der Ebene P. Da dies 
von allen Punkten der Geraden g gilt, so sagt man: g liegt in der 
Ebene P, g ist eine Gerade der Ebene P, u.s. w. 

4, Lehrsatz. — Hine Gerade, welche mit einer Ebene zwei 
Punkte gemein hat, liegt ganz in ihr. Oder: Alle Ebenen, welche 
zwei Punkte gemein haben, enthalten die Gerade der beiden Punkte. 

Wenn die Gerade g in einer Ebene P nicht ganz enthalten 
ist, so kann sie mit ihr nicht mehr als einen Punkt gemein haben. 
Besitzen g und P einen gemeinschaftlichen Punkt A, aber nur 
einen, so sagt man, sie schneiden sich in A; A wird der Durch- 
schnittspunkt von g und P genannt und mit gP oder Pg be- 
zeichnet. 

Bei der Bestimmung einer Ebene kann eine Gerade benutzt 
werden. Ist eine Gerade g und ein Punkt-C gegeben, so nehme 
man die Punkte A und B in der Geraden g beliebig (von C ver- 
schieden); durch A, B, C kann ich eine Ebene legen, und diese 
enthalt g. 

' §. Lehrsatz. — Durch eine Gerade und einen Punkt kann 
man immer eine Ebene legen. 

Ist nun P eine Ebene, welche die Gerade g und den Punkt C, 
folglich A, B, C enthalt, so geht keine andere Ebene durch g und 
O, wenn C ausserhalb der Geraden AB liegt; die Ebene P ist alsdann 
durch g und C bestimmt und kann mit g C oder Cg bezeichnet werden. 

6. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch eine beliebige ihr an- 
gehorige Gerade im Verein mit einem beliebigen ihr angehorigen 
Punkte, welcher nicht in der Geraden liegt, bestimmt. Oder: Zwei 
Ebenen, welche eine Gerade gemein haben, haben ausserdem keinen 
Punkt gemein. Oder: Wenn ein Punkt und eine Gerade sich in 
zwei Ebenen vorfinden, so geht die Gerade durch den Punkt. 

Zwei Geraden g, h sind stets in einer EHbene enthalten, wenn 
sie sich schneiden. Ist in der That ein Schnittpunkt gh vorhan- 
den, so nehme ich in der Geraden h den Punkt C beliebig (von 
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gh verschieden); die Ebene gC geht alsdann durch die Punkte C 
und gh, mithin durch die Gerade h. 

7. Lehrsatz. — Durch zwei Geraden, welche einen Punkt 
gemein haben, kann man immer eine Ebene legen. Oder: Zwei 
Geraden, welche nicht in einer Ebene liegen, haben keen Punkt 
gemein. 

Ueberhaupt seien g und h Geraden einer Ebene P. Nimmt 
man den Punkt C in h beliebig (ausserhalb g), so ist P die Hbene 
gC, und es kann eine andere Ebene durch g und h zugleich nicht 
gehen, Die Ebene der Geraden g und h kann mit gh bezeichnet 
werden; man darf jedoch nicht vergessen, dass im Falle einer Be- 
geonung der Geraden g und h fiir den Durchschnittspunkt dieselbe 
Bezeichnung gilt. 

8. Lehrsatz. — Jede Ebene ist durch zwei beliebige von 
ihren Geraden bestimmt. 

Betrachten wir jetzt zwei Ebenen P und Q, welche einen ge- 
meinschaftlichen Punkt A besitzen. Man nehme in der Ebene P 
die Punkte B und C, in der Ebene @ die Punkte D und EF belie- 
big, aber weder A, B, C noch A, D, E in einer Geraden. Nach 
dem dritten Grundsatze existirt ein Punkt £” derart, dass sowohl 
die Punkte A, B, C, F als auch die Punkte A, D, EH, F ebene 
Figuren bilden. Es hegt also der Punkt /” sowohl in der Ebene 
ABC als auch in der Ebene ADE, d. h. in den Ebenen P und 
Q. Diese Ebenen haben somit die Gerade AL” gemein. 

9. Lehrsatz. — Wenn zwei Hbenen einen Punkt gemein 
habeu, so haben sie eine Gerade gemein. 

Die Gerade enthalt alle gemeinschaftlichen Punkte der beiden 
Ebenen; sie wird die Durchschnittslinie, ihre Punkte werden 
Durchschnittspunkte der Ebenen genannt. Die Durchschnitts- 
linie der Ebenen P und Q wird mit PQ bezeichnet. 

Drei Ebenen P, Q, & koénnen einen Punkt A gemein haben. 
Wenn A nicht der einzige gemeinschaftliche Punkt ist, so haben 
die drei Ebenen eine Gerade gemein. Wenn die Ebenen P, Q, R 
sich nur im Punkte A begegnen, so wird A ihr Durchschnittspunkt 
genannt und mit PQA bezeichnet; sie haben dann zu je zweien 
eine Gerade gemein; die Durchschnittslinien sind von einander ver- 
schieden, treffen sich jedoch im Punkte <A. 

Es seien tiberhaupt P, @, R drei Ebenen, welche sich paar- 
weise durchschneiden. Haben von den Durchschnittslinien irgend 
zwei, etwa P@ und PR, einen Punkt A gemein, so schneiden die 
drei Kbenen sich in A, Wenn die Durchschnittslinie zweier Ebe- 
nen die dritte Kbene schneidet, so ist der Durchschnittspunkt eben- 
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falls den drei Ebenen gemein. Wenn zwei Durchschnittslinien 
zusammenfallen, so sind sie von der dritten nicht verschieden. 

Hine beliebige Gruppe von Punkten oder von Geraden oder 
von Punkten und Geraden in einer Ebene heisst eine ebene 
Figur. Man kann eine ebene Figur erweitern theils durch Hinzu- 
nehmen beliebiger anderer Punkte und Geraden derselben Ebene, 
theils durch Constructién, d. h. hier: durch Verbinden von 
Punkten der Figur und durch Aufsuchen der Durchschnittspunkte 
in ihren Geraden. Solche Constructionen fiihren aus der Ebene 
nicht heraus. . 

Um in zwei Geraden einen Schnittpunkt nachzuweisen, wird 
oft der folgende Lehrsatz angewendet werden, der sich aus dem 
vierten Grundsatze sofort ergiebt. 

10. Lehrsatz. — Sind. A, B, C drei nicht in gerader Linie 
gelegene Punkte, D ein Punkt der Geraden AB zwischen A und 

B, g eine Gerade in der Kbene A BC, welche 

C durch D, aber durch keinen der Punkte A, B, C 

ge hindurchgeht, so begegnet g entweder der Ge- 

raden AC zwischen A und C oder der Geraden 
A——_}p B BC zwischen B und C. 

L Wir werden uns kiinftig weder auf die 

is Grundsitze noch auf den ersten Lehrsatz dieses 

Paragraphen berufen. Von den neun itibrigen 

Lehrsitzen sind 5.—8. Folgerungen aus 2.—4, Beziiglich des 

zehnten ist derselbe Vorbehalt zu machen, wie bezitig- 

lich des achten Lehrsatzes in § 1. 

Noch mégen hier einige Folgerungen Platz finden, die sich an 
den 10. Lehrsatz anschliessen. 

11. Lehrsatz. — Sind A, B, C drei nicht in gerader Linie 
gelegene Punkte, a ein Punkt dgr Geraden BC zwischen B und 

C, 6 ein Punkt der Geraden AQ zwischen A 


Fig. 6. 


\e und C, ¢ ein Punkt der Geraden AP zwischen 
A A und B, so liegen die Punkte a, b, ¢ nicht 
b; Wes in gerader Linie. 
é Beweis. — Der Punkt a liegt nicht inner- 
we A BX halb der Strecke bc, da sonst (10) die Gerade 


BC entweder der Geraden Ab zwischen A und 
b oder der Geraden Ac zwischen A und c be- 
gegnen miisste. Ebensowenig liegt b innerhalb der Strecke ac 
oder ¢ innerhalb der Strecke ab. 

12. Lehrsatz, — Liegen vier Punkte A, B, C, D in einer 
Ebene, so haben entweder die Geraden AD und BC, oder 
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BD und AC, oder CD und AB (mindestens) einen Punkt 
gemein. 

Beweis. — Befinden sich unter den gegebenen Punkten drei 
in gerader Linie, so treten mindestens drei solehe Durchschnitts- 
punkte gleichzeitig auf. Liegen keine drei 
in gerader Linie, verlaufen also die Geraden 
AD, BD, CD in ihrer Ebene getrennt, 
so braucht nur gezeigt zu werden, dass die 
Geraden CD und AB sich schneiden, wenn 
weder die Gerade AD mit der Strecke BC, 
noch die Gerade BD mit der Strecke AC 
einen Punkt gemein hat. Verlangert man 
nun unter dieser Voraussetzung die Strecke AD iiber D hinaus 
bis A’, so wird (10) die Gerade AC von BD zwischen A’ und C 
in einem Punkte M getroffen, und zwar hegt nicht zwischen B 
und M, da sonst (10) die Gerade AD entweder der Geraden CM 
zwischen C und M oder der Geraden BC zwischen B und C be- 
gegnen miisste. Da also die Gerade CD weder mit der Strecke 
A’ M noch mit der Strecke BM einen Punkt gemein hat, so hat 
sie auch mit der Strecke A’ M keinen Punkt gemein (10), mithin 
begegnet sie (10) der Geraden AB zwischen A und B. 


Fig. 8. 


§ 3. Vom Strahlenbiischel. 


Wenn in einer Geraden m drei Punkte A, B, C angenommen 
werden, so muss einer zwischen den beiden andern liegen. Wie 
schon in § 1 erwahnt worden ist, sagt man: die Punkte A und B 
legen auf derselben Seite von C, wenn C nicht zwischen ihnen 
liegt; dagegen sagt man: die Punkte A und B liegen auf ver- 
schiedenen Seiten'von C, wenn @ sich zwischen A und B befindet, 

In der Geraden m fixire ich einen Punkt 8S. Wenn A, B, C 
drei (von S verschiedene) Punkte der Geraden m sind, so kann ich 
aus dem Verhalten zweier Paare in folgender Weise auf das des 
dritten Paares schliessen. Liegen A und B auf derselben, A und 
C auf verschiedenen Seiten von S, so liegen B und C auf verschie- 
denen Seiten. Kntweder liegt namlich A zwischen B und S, S 
zwischen A und C, folglich S zwischen B und C nach § 1, 16; 
oder S liegt zwischen A und C, B zwischen A und 8, folglich S 
zwischen B und C nach § 1, 13. Liegen A und B, ebenso A und 
C auf derselben Seite von S, so liegen auch B und C auf derselben 
Seite. Denn sonst lagen A und B auf derselben Seite, B und C 
auf verschiedenen, folglich auch A und C auf verschiedenen. Lie- 
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gen A und B, ebenso A und C auf’ verschiedenen Seiten von 8, so 
hegen B und C auf derselben Seite. Denn dann werden AS durch 
BC nicht getrennt, folglich entweder AB durch CS oder AC durch 
BS; es liegt also entweder B zwischen C und 8 oder C zwischen 
B und 8. 

Wenn A und B in der Geraden m auf derselben Seite von S 
liegen, so kann man sagen: B liegt im Schenkel SA (nicht AS). 
Ist A’ ein beliebiger Punkt des Schenkels SA, und nennen wir 
auch A einen ,,Punkt des Schenkels SA“, so ist jeder Punkt des 
Schenkels S.A ein Punkt des Schenkels S.A’, und umgekehrt; bei 
der Bezeichnung des Schenkels SA kann man A durch jeden Punkt 
des Schenkels ersetzen. Liegen A und C in der Geraden m auf 
verschiedenen Seiten von S, so gehért jeder (von S verschiedene) 
Punkt der Geraden zum Schenkel S.A, wenn er nicht zum ent- 
gegengesetzten Schenkel SC gehort. 

Durch die Gerade m lege ich jetzt eine Ebene P und nehme 
in ihr zwei Punkte A, B ausserhalb der Geraden m. Wenn m die 
Gerade AB zwischen A und B nicht trifft, so sagt man: die Punkte 
A und B liegen auf derselben Seite von m; wenn m die Ge- 
rade AB zwischen A und B trifft, so sagt man: die Punkte A und 
B liegen auf verschiedenen Seiten von m, oder: m geht 
zwischen A und B hindurch, Wenn A, B,’'C Punkte der Ebene 
P (ausserhalb m) sind, so gelten die Satze: Liegen A und B auf 
derselben, A und C auf verschiedenen Seiten von m, so legen B und 
C auf verschiedenen Seiten (§ 2, 10). Liegen A und B, ebenso A 
und C auf derselben Seite von m, so liegen auch B und C auf der- 
selben Seite. Liegen A und B, ebenso A und C auf verschiedenen 
Seiten von m, so liegen B und C auf derselben Seite (§ 2, 11). 
Nimmt man in m wieder einen Punkt S, so liegen alle Punkte des 
Schenkels S.A auf derselben Seite von m, und man kann daher die 
vorstehend angegebenen Ausdrucksweisen und Siitze .auf solche 
Schenkel iibertragen. — 

Gerade Linien, welche durch einen Punkt laufen, werden mit 
den Lichtstrahlen, welche ein leuchtender Punkt aussendet, ver- 
glichen und in Folge dessen ein Strahlenbiindel genannt. Gehen 
also die Geraden e, f, g durch einen Punkt S, so nennt man sie 
Strahlen eines Biindels, oder man sagt: der Strahl g legt im 
Biindel der beiden Strahlen e und f, g liegt im Biindel ef, g ist 
ein Strahl des. Biindels ef; auch e und f selbst werden ,,Strahlen 
des Biindels ef‘‘ genannt. Zur Bezeichnung des Biindels (im letz- 
teren Sinne) dienen zwei beliebige von seinen Strahlen; man kann 
aber auch einen besonderen Buchstaben zur Bezeichnung des Biin- 
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dels anwenden, und zwar wird alsdann der fiir den Punkt ef ein- 
gefiihrte (hier S) benutzt. Dieser Punkt heisst der Scheitel oder 
Mittelpunkt des Biindels. 

Auch ohne Beziehung auf ein Biindel wird haufig das Wort 
ystrahl fir ,,Gerade“ gebraucht. 

Gerade Linien, welche in einer Ebene enthalten sind und durch 
einen Punkt hindurchgehen, werden ein (ebenes) Strahlenbiischel 
genannt; der gemeinschaftliche Punkt heisst der Scheitel oder Mittel- 
punkt des Biischels. Gehen in einer Ebene die Strahlen e, f, g 
durch einen Punkt S, so sagt man: der Strahl g liegt im Biischel 
efu.s.w. Man darf zur Bezeichnung des Biischels im letzteren 
Sinne zwei beliebige in ihm gelegene Strahlen benutzen, den einen 
Buchstaben S aber nur dann, wenn die Kbene des Biichels ander- 
weitig gegeben ist. 

Es seien nun e¢, f, g Strahlen eines Biischels S in der Ebene 
P, ferner SA und SB Schenkel resp. von e und f, und zwar auf 
verschiedenen Seiten der Geraden g. Ist der Durchschnittspunkt 

M der Strecke AB mit dem Strahl g im 
pes Schenkel SC des letzteren enthalten (also 


De <0 BCWM auf derselben Seite von e), so behalt 
ae bi B der Schenkel SC diese Higenschaft, wenn 
fe man A im Schenkel SA, Bim Schenkel SB 

| C beliebig verlegt, und man sagt: der Schenkel 

Fig. 9. SC liegt zwischen den Schenkeln SA 


und SB. 

Wir begegnen hier einer vollkommenen Analogie mit dem in 
den Satzen 7.—11. des ersten Paragraphen dargestellten Verhalten 
der Punkte einer Geraden. Wenn nimlich SA, SB, SC, SD 
Schenkel auf verschiedenen Strahlen eines Biischels bedeuten, so 
gelten die Siitze: Liegt SC zwischen SA und SB, so liegt weder 
SA zwischen SB und SC, noch SB zwischen SA und SC. Sind 
SA und SB gegeben, so kann man SC so wahlen, dass SC zwi- 
schen SA und SB liegt. Sind SA und SB gegeben, so kann man 
SC so wihlen, dass SA zwischen SB und SC liegt. Liegt SO 
zwischen SA und SB, SD zwischen SA und SC, so legt SD 
auch zwischen SA und SB. Liegen SC und SD zwischen SA und 
SB, aber SD wicht ewischen SA und SC, so liegt SD ewischen 
SB und SC. Aber zu Satz 6. des ersten Paragraphen fehlt der 
analoge. Sollen die in einer Ebene angenommenen Schenkel S.A, 
SB, SC, ... in jeder Hinsicht analoge Higenschaften besitzen, wie 
die Punkte einer Geraden, so wird unter Anderem, dem Satze § 1, 
18. entsprechend, dadurch die Hxistenz zweier Schenkel SM und 
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SN in derselben Ebene bedingt, zwischen denen die vorigen ein- 
geschlossen werden. Wenn nun diese existiren, so liegen die Punkte 
A und N auf derselben Seite der Geraden SI, ebenso B und N, 
Cund Nus.w. Folglich liegen alsdann die Schenkel S.A, SB, 
SC, ... auf derselben Seite eines zum Biischel S gehdrigen Strahls. 

Nehmen wir also in einer Ebene die Geraden e,/, g,... durch 
einen Punkt S, iiberdies in demselben Biischel eine weitere Gerade 
k, und die Schenkel SA, SB, SC, ... resp. von e, f, g,... auf 
derselben Seite von k&. Dann haben diese Schenkel allemal die 
Higenschaft, dass von je dreien einer zwischen den beiden andern 
hegt; denn hat weder e mit der Strecke BC, noch f mit der Strecke 

. AC einen Punkt gemein, so begegnet g 

UR BA. der Geraden AB zwischen A und B (vergl. 

/ den Beweis des Satzes § 2, 12), und der 
A Schnittpunkt liegt mit A und B auf der- 
M- selben Seite von k, d. h. im Schenkel SC. 
Die entgegengesetzten Schenkel zu S.A, SB, 
SC seien resp. SA’, SB’, SC. Lag nun 
AL gc 8 der Schenkel SC zwischen SA und SB, so 
Hig.10 wird auch SC’ zwischen S A’ und SB’ liegen; 
denn A’ und B’ liegen auf verschiedenen Seiten von g, und der 
Schnittpunkt der Geraden g mit der Strecke A’ BD’ liegt mit A’ und 
B auf derselben Seite von k. Wir wollen deshalb, ohne die Schenkel 
zu unterscheiden, sagen: Der Strahl g liegt zwischen den 
Strahlen e und f (oder f und e) bei ausgeschlossenem k, 
oder: fiir den Grenzstrahl hk. Nehme ich nun in & den Punkt 
M mit A und BP’ auf derselben Seite von g, so liegt der Schenkel 
SM zwischen SA und SB’, d. h. es liegt auch der Strahl & zwi- 
schen e und f bei ausgeschlossenem g. Man sagt: e und f werden 
durch g und k (oder & und g) getrennt. 

Das Strahlenbiischel zeigt hiernach nicht mit emer begrenzten, 
sondern mit einer geschlossenen Linie analoges Verhalten. Fir die 
Schenkel SA, SB, ... gelten die in § 1 ausgesprochenen Bezie- 
hungen zwischen Punkten einer Geraden ohne Ausnahme; in diese 
Beziehungen kann ich aber jetzt die Strahlen statt der Schenkel 
einfiihren, wenn ich tiberall den Zusatz ,,fiir den Grenzstrahl k“ 
anbringe, und erhalte somit zwischen den Strahlen eines Biischels 
genau dieselben Relationen, welche fiir die Punkte einer geschlos- 
senen Linie in den Siitzen a bis | des § 1 ausgesprochen wurden. 
Es geniigt diejenigen Relationen anzugeben, welche den Siatzen 
19.—23. des § 1 entsprechen. 

Liegen die Strahlen e, f, g, k in einem Biischel, so werden ent- 
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weder fg durch ek getrennt, oder ge durch fk, oder ef durch gk, 
und zwar schliesst jede dieser Lagen die berden andern aus. 

Liegen die Strahlen e, f, k in einem Biischel, so kann man im 
ihm den Strahl g so wiihlen, dass ef durch gk getrennt werden. 

Sind in einem Strahlenbiischel die Strahlen ef durch eines der 
Paare gk und hk getrennt, durch das andere aber nicht, so sind ef 
durch gh getrennt. In den anderen Fillen werden ef durch gh 
nicht getrennt. 

Werden in einem Strahlenbiischel die Strahlen ef durch gk ge- 
trennt, so werden auch gk durch ef getrennt. 


§ 4. Vom Ebenenbiischel. 


Wenn die Punkte A und B ausserhalb der Ebene P liegen, 
so sind zwei Fille zu unterscheiden: die Ebene P schneidet ent- 
weder die Gerade AB zwischen A und B, oder nicht. Im ersten 
Falle sagt man: die Ebene P geht zwischen A und B hindurch, 
oder: die Punkte A und B liegen auf verschiedenen Seiten 
der Ebene P; im zweiten Falle sagt man: die Punkte A und B 
liegen auf derselben Seite der Ebene P. Fiir drei Punkte 
A, B, C ausserhalb der Ebene P gelten folgende drei Satze. 

Inegen A und B auf derselben, A und C auf verschiedenen 
Seiten der Ebene P, so legen B und C auf verschiedenen Seiten. 
Sind namlich A, 5, C in einer Geraden g gelegen, so trifft P die 
Gerade g zwischen A und C, aber nicht zwischen A und Bb; folg- 
lich geht P zwischen B und C hindurch. Sind dagegen die drei 
Punkte A, B, C zur Bestimmung einer Ebene ABC geeignet, so 
haben die Ebenen P und ABC einen in der Geraden AC zwischen 
A und C gelegenen Punkt gemein, mithin. eine Gerade m; diese 
geht zwischen A und C hindurch, nicht aber zwischen A und B; 
folglich geht m zwischen B und C hindurch. 

Daraus folgt ohne Weiteres: Liegen A und B, ebenso A und C 
auf derselben Seite der Ebene P, so liegen auch B und C auf der- 
selben Seite. 

Iiegen A wnd B, ebenso A und C auf verschiedenen Seiten 
der Iibene P, so liegen B und C auf derselben Seite. — Beweis: 
Wenn A, B, C in einer Geraden g liegen, so wird g von der Ebene 
P awischen A und B getroffen, zugleich auch zwischen A und CO, 
also nicht zwischen B und CG. Wird dagegen durch A, B, C eine 
Ebene bestimmt, so haben die Ebenen P und ABO einen zwischen 
A und B gelegenen Punkt der Geraden AB und einen zwischen 
A und C gelegenen Punkt der Geraden AC gemein, folglich eine 
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Gerade, welche zwischen A und B und ‘zwischen A und C hin- 
durchgeht; diese Gerade geht nicht zwischen B und C hindurch. 

Wenn G eine Gerade, A einen Punkt ausserhalb derselben 
bedeutet, und man nimmt in der Ebene AG einen Punkt a mit A 
auf derselben Seite von G, so kann man sagen: a liegt im Schenkel 
GA; man nennt auch A einen ,,Punkt des Schenkels GA“ und 
darf A bei der Bezeichnung des Schenkels durch jeden Punkt des- 
selben ersetzen. Liegt die Gerade G in der Ebene P, so liegen 
alle Punkte des Schenkels GA auf derselben Seite von P. — 

EHbenen, welche durch einen Punkt s hindurchgehen, werden 
ein Hbenenbiindel genannt; der Punkt s heisst der Scheitel oder 
Mittelpunkt des Biindels. Gehen die Ebenen P, Q, R, S durch 
den Punkt s, so kann man sagen: die Ebene S liegt im Biindel 
PQ, wenn die Ebenen P, Q, R nur einen Punkt gemein haben; 
auch P, Y, & werden ,,Kbenen des Biindels PQA“ genannt. Zur 
Bezeichnung des Biindels dienen irgend drei ihm angehdérige Ebenen, 
welche nur einen Punkt gemein haben; man kann aber das Biindel 
PQ auch durch den fiir den Scheitel eingefiihrten Buchstaben 
bezeichnen. 

Ebenen, welche (mehr als einen Punkt, mithin) eine Gerade G 
gemein haben, werden ein Ebenenbiischel genannt; die Gerade 
G heisst die Axe des Biischels. Gehen die Ebenen P, Q, f 
durch die Gerade G, so sagt man: Die Ebene R liegt im Biischel 
PQ, im Biischel G, u. s. w. : 

Sind P, Y, R Ebenen eines Biischels G, ferner GA und GB 
Schenkel resp. von P und Q auf verschiedenen Seiten der Hbene 
R, ist endlich GC der Schenkel von R, welcher den Schnittpunkt 
der Strecke AB mit R enthilt, so sagt man: Der Schenkel GC 
liegt zwischen den Schenkeln GA und GB. 

Die Schenkel GA, GB, GC,... auf den Ebenen des Biischéls 
kénnen ebenso untersucht werden, .wie im Strahlenbiischel die vom 
Scheitel ausgehenden Schenkel. Werden die Punkte A, B, C' be- 
liebig angenommen, so ist es nicht néthig, dass von den drei Schen- 
keln GA, GB, GC einer zwischen den beiden andern liegt; davon 
abgesehen gelten dieselben Beziehungen, wie ftir Punkte in einer 
Geraden. Um auch die eine Ausnahme zu beseitigen, ist es noth- 
wendig und hinreichend, nur Schenkel auf derselben Seite einer 
durch G- gelegten Ebene zu betrachten. Hs seien im Biischel G 
die Ebenen P, Q, R, T gelegen; GA, GB, GC seien Schenkel 
resp. von P, Q, F auf derselben Seite von 7’; die entgegengesetzten 
Schenkel seien GA’, GB’, GC’. Liegt alsdann der Schenkel GC 
zwischen den Schenkeln GA und GB, so wird auch GC’ zwischen 
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GA’ und GB’ liegen; wir sagen: Die Ebene F liegt zwischen 
den Ebenen P und Q (Q und P) bei ausgeschlossener 7, 
oder: fiir die Grenzebene 7, und finden, dass auch 7’ zwischen 
P und Q liegt fiir die Grenzebene R. Man sagt, P und Y werden 
durch R und 7 (oder 7 und R) getrennt, und kann die folgen- 
den Satze aufstellen: 

Liegen die Ebenen P, Q, R, T in einem Biischel, so werden 
entweder QR durch PT getrennt, oder RP durch QT, oder PQ 
durch RT, und zwar schliesst jede dieser Lagen die beiden andern aus. 

Liegen die Ebenen P, Q, T in einem Biischel, so kann man in 
ihm die Ebene R so wahlen, dass PQ durch RT getrennt werden. 

Sind in eimmem Ebenenbiischel die Ebenen PQ durch eines der 
Paare RT und ST getrennt, durch das andere aber mcht, so werden 
PQ durch RS getrennt. In den andern Fillen werden PQ durch 
RS nicht getrennt. 

Werden in einem Ebenenbiischel die Ebenen PQ durch RT ge- 
trennt, so werden auch RT durch PQ getrennt. — 

Die Higenschaften des Strahlenbiischels und des Hbenenbiischels 
hingen mit einander innig zusammen, 

Es seien e und f Strahlen in derselben Ebene U und durch 
den Punkt M, ferner P und Q Hbenen resp. durch e und f (von 
U verschieden), endlich G die Durchschnittslinie der Ebenen P und 
@. Dann kann man das Strahlenbiischel ef und das Hbenenbiischel 
PQ auf einander beziehen, indem man jedem Strahl des ersteren 
die ihn enthaltende Ebene des letzteren zuordnet, und ist dadurch 
im Stande, Higenschaften von Strahlen des Biischels ef auf die 
zugeordneten Ebenen des Biischels G und umgekehrt zu tibertragen. 
Wahlt man in e den Punkt A beliebig, so sind alle Punkte des 
Schenkels MA im Schenkel GA der zugeordneten Ebene P ent- 
halten; man kann- dem Schenkel M/A des Strahls e den Schenkel 
GA der Ebene P zuordnen. Wenn in der Ebene U der Schenkel 
MC «zwischen MA und MB liegt, so liegt auch der Schenkel GO 
zwischen GA und GB, und umgekehrt. Der Strahl MC werde 
mit g, die Ebene GC mit F bezeichnet; tiberdies werde im Biischel 
ef ein vierter Strahl k, im Biischel PQ die zngeordnete Ebene 7 
angenommen. Liegen alsdann die Schenkel MA, MB, MC auf 
derselben Seite von hk, so liegen die Schenkel GA, GB, GC auf 
derselben Seite von 7, und umgekehrt. 

Liegen die Schenkel MA, MB, MC auf derselben Seite von 
kK und zwar der Schenkel JZC zwischen den beiden andern, d. h. 
werden die Strahlen ef durch gk getrennt, so werden die Ebenen 
PQ durch RT getrennt. Auch hiervon ist die Umkehrung richtig. 
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§ 5. Vom Strahlenbiindel. 


Zwei Geraden /, m in einer Ebene bestimmen, sobald sie einen 
Punkt gemein haben, ein Strahlenbtindel 7m. Nimmt man einen 
Punkt A ausserhalb der Ebene Jm, so entsteht die Forderung, A 
mit dem Scheitel des Biindels 7m durch eine Gerade zu verbinden, 
d. h. durch A den Strahl des Biindels 7m zu legen. Diese For- 
derung kann ohne Benutzung des Scheitels erfiillt werden; die 
Ebenen Al und Am haben niimlich eine Gerade 4 gemein, und 4 
ist der durch A gehende Strahl des Biindels Im. 


Wenn die Geraden / und m in einer Ebene verlaufen, so ist 
diese Construction immer ausfiihrbar, gleichviel ob die Existenz 
eines Durchschnittspunktes von / und m bekannt ist oder nicht. 
Wird aber noch ein Punkt B ausserhalb der Ebenen Jm, Al und 
Am angenommen und die Durchschnittslinie der Ebenen Bl und 
Bm mit w bezeichnet, so werden Ebenen 4B und wad bestimmt; 
wenn / und m sich in S schneiden, so fallen die Ebenen 4B und 
wA mit der Ebene ABC zusammen, d.h. die Strahlen 4 und w in 
eine Kbene; man kann nun zeigen, dass 4 und w auch 
dann in einer Ebene liegen, wenn an den Geraden / und 
m keine Durchschneidung nachweisbar ist. 


Wir haben zuniichst in einer Ebene die Geraden / und m. Auf 
1 wihlen wir die Punkte A und B beliebig und nehmen an, dass 
m durch keinen Punkt der Strecke 
AB hindurchgeht; wihlt man dann 
in der Ebene Im den Punkt C, 
= is ausserhalb J und m, nicht mit A 
ae und B auf derselben Seite von m, 

so wird die Gerade AC zwischen 
, A und C, etwa in D, und die 

Gerade BC zwischen B und C, 

etwa in HL, von m getroffen. Hs 

liegen C und D auf derselben Seite 
a eich der Geraden AL, aber B und C 
auf verschiedenen, folglich B und 
D auf verschiedenen, d. h. die Ge- 
raden AH und BD begegnen sich 
in emem Punkte £ zwischen b 
und D, der -zugleich zwischen A 
und EF liegen muss. Da A und D auf derselben Seite der Geraden 
CF liegen, B und D auf verschiedenen, folglich A und B auf ver- 
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schiedenen, so begegnen sich die Geraden J und OF in einem 
Punkte G. 

Auch J und & sollen in einer Ebene liegen, aber nicht Ima 
in derselben Ebene. Ich nehme an, dass auch 4 der Strecke AB 
nicht begegnet, wiihle in der Ebene 74 den Punkt £”, ausserhalb 
J und A, nicht mit A und B auf derselben Seite von 4, und be- 
zeichne mit J’ den Durchschnittspunkt von 2 und AF’, mit D’ 
den von 4 und BE”, mit C’ den von AD’ und BE’. Es liegt KH’ 
zwischen A und F’, D’ zwischen B und F”, C’ zwischen A und 
D, auch C’ zwischen B und LE’. Die Geraden CC’, DD, EE’, 
I’ F’ nenne ich resp. c, d, e, f; keine drei legen in einer Ebene, 
aber die Paare cd, ce, df, ef je in einer Ebene und schneiden sich 
tiberdies; denn A und JD’ liegen auf verschiedenen Seiten von ¢, 
A-und D auf derselben Seite, folglich D und D’ auf verschie- 
denen, u.s.w. Wenn nun m und 4 einer Ebene angehiren, so 
gehen die Geraden CF’ und C'F’ durch einen Punkt, ndmlich G. 
Denn in der Ebene mA verlaufen dann die Geraden d und e, nicht 
aber c oder 7; folglich ist der Punkt cd mit ce, df mit ef identisch, 
und es existirt ein Punkt de, durch welchen c und f hindurchgehen, 
mithin eine Ebene cf, welche die Punkte C, F, C’, F” enthilt; der 
Punkt G liegt in den Ebenen /C’ und CLC’, also in ihrer Durch- 
schnittslinie C’F’, Umgekehrt: Schnewden sich die Geraden CE 
und CF", so gehdren m und 2’ einer Ebene an. Denn es geht 
dann eine Ebene durch die Punkte C, #’, C’, F’, oder durch die 
Strahlen ¢ und f; da d und e von der Kbene cf ausgeschlossen 
sind, so fallt der Punkt cd mit df, der Punkt ce mit ef zusammen 
in einen Punkt cf oder de, und die Punkte D, HE, D’, EK’ fallen in 
eine Ebene. 

Nunmehr kann ich folgenden Satz beweisen: Wenn die Strahlen- 
paare lm, lA, ma, lu, mu je durch eme Ebene verbunden werden, 
die Ebene lm aber weder 24 noch w enthilt, so wird auch 4 mit w 
durch eine Ebene verbunden. Die bisherigen Bezeichnungen werden 
beibehalten; wenn m oder 4 oder uw der Strecke AB begegnet, so 
haben /, m, 4, w einen Punkt gemein, mithin 4 und w eine Ebene; 
es ist daher nur noch der Fall zu betrachten, wo weder J noch A 
noch w der Strecke AB begegnen. In der Ebene Ju wiahle ich 
den Punkt F'”, ausserhalb 7 und w, nicht mit A und 6 auf der- 
selben Seite von w, und construire ” als Durchschnittspunkt von 
w mit AL”, D” als Durchschnittspunkt von w mit BEF”, C” als 
Durchsehnittspunkt von AD” mit BH”. Da m und 4 in einer 
Hbene vorausgesetzt sind, so gehen die Geraden CF’ und C’ fF” 
durch G; da m und w ebenfalls in einer Ebene vorausgesetzt sind, 
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so gehen auch die Geraden CF und C” F” durch G. Da _hier- 
nach die Geraden C’ F” und C” F” sich schneiden, so existirt eine 
Ebene Au. 

In Folge dieses Satzes hat es sich als vortheilhaft 
bewahrt, den Begriff des Strahlenbiindels entsprechend 
zu erweitern. Wenn die Strahlen efg paarweise durch eine 
Ebene verbunden werden, aber nicht alle drei durch eine Ebene, 
oder wenn die Strahlen efg in einer Ebene enthalten sind und mit 
einer von ihrer Ebene ausgeschlossenen Geraden durch Ebenen ver- 
bunden werden kénnen, so sagt man ohne Riicksicht darauf, wie 
es sich mit den Durchschneidungen verhalten mag: g liegt im 
Btindel ef, g ist ein Strahl des Biindels ef u. s. w.; auch e und f 
heissen wieder ,,Strahlen des Biindels ef‘. Schneiden sich e und 
f, so geht g durch den Punkt ef und ist ein Strahl des Biindels 
ef in dem bisherigen, dem ,,eigentlichen’ Sinne, oder kiirzer: ein 
Strahl des eigentlichen Strahlenbiindels ef, welches noth- 
wendig einen Scheitel besitzt. 

Liegen die Strahlen g und h im Biindel ef, so liegen sie in 
emer Ebene. Beweis: Vorausgesetzt ist die Existenz der HEbenen 
ef, eg, fg, eh, fh. Der Fall, wo sowohl efg als efh je in einer 
Ebene liegen, erledigt sich von selbst; der Fall, wo weder efg 
noch efh in eimer Hbene liegen, erledigt sich sofort durch den 
letzten Lehrsatz. Nehmen wir also an, dass etwa efg in einer 
Ebene liegen, aber nicht efh; ein gewisser Strahl & ausserhalb der 
Ebene ef lasst sich dann mit jedem der Strahlen efg durch eine 
Ebene verbinden; nach dem letzten Satze giebt es eine Ebene hk, 
welche mindestens eine der Geraden ef ausschliesst, etwa e; da die 
Strahlen g und h jetzt im Biindel ek liegen, ohne in die Ebene 
ek zu fallen, so findet der erwihnte Satz auf sie wieder Anwendung. 

Liegen die Strahlen g und h im Biindel ef, so legen e und f im Biin- 
del gh. Beweis: Die Strahlen efgh liegen paarweise in einer Ebene. 
Geht nun die Ebene ef weder durch g noch durch h, so liegt ent- 
weder e ausserhalb der Ebene gh, oder egh in einer Ebene, dann 
aber f ausserhalb dieser Ebene; beidemal ist ¢ ein Strahl des Biin- 
dels gh, ebenso f. Sind efg in eimer Ebene, nicht aber efh, so 
sind auch egh nicht in emer Kbene, d. h. e im Biindel gh, ebenso f. 
Sind-endlich efgh in einer Ebene, so lasst sich eine gewisse Gerade 
k ausserhalb der Ebene ef mit jedem der Strahlen ¢, f, g durch 
eine Ebene verbinden; da & im Biindel ef, so lasst sich & auch mit 
h durch eine. Ebene verbinden, und man erkennt wieder e und / 
als Strahlen des Biindels gh. : 

Ist & em von f verschiedener Strahl des Biindels ef, so fallt 
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das Strahlenbiindel ef mit &f zusammen. Beweis: Bedeutet g einen 
Strahl des Biindels ef, so ist g entweder von e’ verschieden oder 
nicht; im ersten Falle liegt f im Biindel ge’, d.h. g im Biindel ¢7f, 
im zweiten Falle wird g ebenfalls ein Strahl des Biindels ef ge- 
nannt. Jeder Strahl des Biindels ef gehért also zum Biindel ef. 
Ebenso gehért umgekehrt jeder Strahl des Biindels ef zum Biindel 
ef, da e ein von f verschiedener Strahl des Biindels e’f ist. 


Sind é& und f’ beliebige Strahlen des Biindels ef, so sind die 
Biindel ef und éf' identisch. Beweis: Der Strahl e¢ ist mindestens 
von einem der Strahlen e und f verschieden, etwa von /; die 
Btindel ef und éf fallen dann mit einander zusammen, Weiter auch 
die Biindel ef und ef’. 


Bei der Angabe des Biindels ef darf ich hiernach e und [f 
durch beliebige Strahlen des Biindels ef ersetzen. Wir werden zur 
Bezeichnung eines Strahlenbiindels bisweilen einen besonderen Buch- 
staben benutzen; wenn das Biindel einen Scheitel besitzt (eigent- 
liches Strahlenbiindel), so wihlen wir fiir Biindel und Scheitel den- 
selben Buchstaben, so dass jede Bezeichnung des Biindels auch Be- 
zeichnung des Scheitels ist. Durch zwei beliebige Strahlen e und f 
im einer Ebene kann man ein Biindel legen. Ein solches Biindel 
kann mit ef bezeichnet werden. Jedes Biindel ist durch zwei be- 
liebige thm angehorige Strahlen bestimmt. — Auch beliebig viele 
Strahlen eines Biindels werden ein Strahlenbiindel genannt. Solche 
Strahlen werden paarweise durch Hbenen verbunden; umgekehrt 
jedoch ist diese Higenschaft nur dann entscheidend, wenn die Strahlen 
nicht durch eine einzige Kbene verbunden werden kénnen. Liegen 
die Strahlen in einer Kbene, so muss es méglich sein, jeden von 
ihnen mit emer und derselben ausserhalb ihrer Ebene befindlichen 
Geraden durch eine Ebene zu verbinden. Demnach sind Strahlen, 
welche paarweise @lurch eine Ebene verbunden werden, aber nicht 
in einem Biindel liegen, allemal in einer Ebene enthalten. 


Strahlen, welche in einer Hbene und zugleich in einem Biindel 
liegen, werden ein Strahlenbiischel genannt, und insbesondere 
ein eigentliches Strahlenbtischel, wenn sie einen Punkt ge- 
mein haben, Liegen efg in einem Biischel, so sagen wir: g liegt 
im Biischel ef, u.s.w. Zur Bezeichnung des Biischels in diesem 
Sinne darf man zwei beliebige von seinen Strahlen benutzen, einen 
einzelnen Buchstaben, niamlich den fiir das Biindel eingefiihrten, 
nur dann, wenn die Ebene besonders angegeben ist. 


Ziehen wir jetzt zwei Strahlenbiindel S und Z in Betracht. Es 
wird vorkommen, dass beide Biindel einen Strahl g enthalten; denn 
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wenn eine Gerade g gegeben ist, so kann man verschiedene Biindel 
mit ihr construiren; aber ein zweiter Strahl h des Biindels S ist 
niemals in 7’ gelegen. Der Strahl g ist durch die Angabe, dass er 
zu den Biindeln S und 7’ gehért, eindeutig bestimmt; ich will ihn 
daher mit S7’ oder 7S bezeichnen, gleichviel ob S und 7 auch 
Punkte vorstellen oder nicht. Um die Ausdrucksweise mdglichst 
ebenso einzurichten, wie wenn S und 7 Punkte wiiren, will ich 
sagen: S ist ein Strahlenbiindel der Geraden g, das Biindel 
S gehért zur Geraden g, u.s.w. Dann ist jede Gerade durch zwei 
beliebige von thren Strahlenbiindeln bestimmt. Kann man aber in 
zwei beliebige Strahlenbiindel allemal eine Gerade legen? Diese 
Frage konnen wir schon jetzt beantworten, wenn bei einem der 
gegebenen Biindel ein Scheitel bekannt ist, etwa bei 7’; im Btindel 
S nimmt man zwei Strahlen an, / und m, nicht mit dem Punkte 7 
in einer Ebene, und erhalt den Strahl SZ als Durchschnittslinie 
der Ebenen /7’ und m7. In ein beliebsges und ein eigentliches 
Strahlenbiindel kann man stets eine Gerade legen. Aber in dem 
andern Falle kénnen wir hier keine Antwort ertheilen. 

Indem wir dazu tibergehen, drei Strahlenbiindel S, 7, U zu 
betrachten, miissen wir uns von vornherein auf den Fall beschrin- 
ken, wo wenigstens fiir eines derselben ein Scheitel bekannt ist, 
etwa fiir U. Die Strahlen SU und ZU, welche alsdann immer 
existiren und bestimmt sind, haben einen Punkt gemein, und man 
kanu durch sie eine Ebene legen. Damit diese Ebene nicht unbe- 
stimmt bleibe, miissen wir voraussetzen, dass die Strahlen SU und 
TU vou einander verschieden, d. h. dass S, 7, U nicht Biindel 
einer Geraden sind. Ich will die Strahlen SU, ZU resp. mit e, f 
und die Kbene ef mit P bezeichnen. Die Beziehung der Kbene P 
zum Biindel U ist folgende: P geht durch den Scheitel des Biindels 
U; wenn ich einen beliebigen Punkt A der Ebene P mit U ver- 
binde, so ist der Strahl AU in der Ebene P.enthalten. In ahn- 
licher Beziehung steht die Ebene P zum Biindel S. Sie ist durch 
einen Strahl e des Biindels gelegt; nehme ich nun in P den Punkt 
B beliebig (nicht in ¢) und bezeichne den Strahl BS mit g, so 
existirt eine Ebene eg und fallt mit eB zusammen, d.h. g ist eine 
Gerade von P; fiir jeden Punkt B der Ebene P (der nicht Scheitel 
von S ist) fallt also der Strahl BS ganz in P. 

Sobald die Ebene P einen Strahl des Strahlenbiindels S ent- 
halt, wollen wir sagen: S ist ein Strahlenbiindel der Ebene 
P. Dann ist die soeben gemachte Bemerkung folgendermassen 
auszudrticken: Wenn B ein Punkt und S ein Strahlenbiindel der 
Ebene P ist, so liegt die Gerade BS in der Kbene P. Und wir 
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schliessen aus der Definition: Ist g eine Gerade der Ebene P, so 
ist jedes Biindel von g ein Biindel von P. 

Wir miissen jetzt die Biindel S, 7, U Biindel der Ebene P 
nennen, welche durch die Strahlen ¢ und f gelegt worden ist. In 
Zwer Deiebe und ein eigentliches Strahlenbiindel kann man stets 
eine Ebene legen. Kine solche Ebene muss (bei der vorigen Bezeich- 
nung) die Strahlen SU und ZU enthalten, welche von einander 
verschieden sind, wenn die Biindel 8, Z, U nicht zu emer Geraden 
gehoren. Hine Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr zwei belie- 
bige und ein eigentliches Strahlenbiindel kennt und die drev Bindel 
nicht zu einer Geraden gehiren. Sind S, T, U solche Bindel, so 
bezeichne ich die durch sie bestimmte Ebene mit S7’U. Wenn 
bei keinem der drei Biindel ein Scheitel bekannt ist, so kénnen wir 
hier nicht entscheiden, ob sie Biindel einer einzigen Ebene, tiber- 
haupt Biindel einer Ebene sind. 

Ks hat sich vorhin ergeben, dass eine Gerade, welche mit einer 
Ebene einen Punkt und ein Biindel gemein hat, ganz in der Hbene 
liegt. Dieser Satz lisst sich dahin erweitern, dass jede Gerade g, 
welche mit einer Ebene P zwei Biindel S und T gemem hat, zur 
Ebene P gehort. Nehme ich in der That den Punkt A in der 
Hbene P beliebig (ausserhalb g), so ist der Strahl AS von g ver- 
schieden und bestimmt mit g, da beide im Biindel S liegen, eine 
Ebene, zu welcher die Biindel A, S und J gehoren, d.i. die Ebene 
AST, welche mit P identisch ist; folglich ist g eine Gerade von P. 

In ein Strahlenbiindel S und durch eine Gerade g kann man 
stets eine Ebene legen. Denn sind A und B Punkte von g, so kann 
man in die Biindel A, B und S eine Ebene legen. tine Ebene 
ist bestimmt, wenn man von thr eine Gerade g und ein nicht zu der 
Geraden gchoriges Biindel S kennt. Denn sie enthilt (bei der vorigen 
Bezeichnung) die Biindel A, B und 8. 

Zwei Geraden, welche ein Biindel gemein haben, lassen sich stets 
durch ee Ebene verbinden. 

Fiigen wir noch hinzu: Jede Ebene ist durch zwei beliebige von 
thren Geraden bestimmt, und: Wenn zwei Ebenen ein eigentliches 
Biindel gemein haben, so haben sie eine Gerade gemein, so sind jetzt 
die Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen, welche 
die Sitze 4. 5. des ersten und 2.—9. des zweiten Paragraphen ent- 
halten, in Beziehungen zwischen Strahlenbtindeln, Geraden und 
Kbenen verwandelt. Man sieht, dass nicht iiberall den Punkten 
beliebige Strahlenbiindel substituirt werden kénnen; wo ein Punkt 
gegeben ist, hat man nicht bloss ein Strahlenbiindel, sondern an 
diesem auch emen Scheitel; mit dem eigentlichen Strahlenbiindel 
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wird daher in gewissen Fallen mehr erreicht. Anders verhiilt es 
sich da, wo die Existenz von Punkten ermittelt werden soll, Wenn 
man nicht nach einem Punkte, sondern nach einem Biindel fragt, 
und darauf verzichtet, tiber den Scheitel des Biindels etwas fest- 
zustellen, ‘so erhilt man eine Antwort in einigen Fallen, wo die 
Frage nach einem eigentlichen Btindel unbeantwortet blieb. 

Von zwei Geraden in einer Ebene, oder von einer Geraden 
und einer Ebene konuten wir nicht behaupten, dass sie sich immer 
in einem Punkte schneiden. Aber ein Strahlenbiindel haben zwei 
Geraden in einer Ebene stets gemein. Und: Ein Strahlenbiindel hat 
die Gerade g mit der Ebene P allemal gemein; denn ist A ein 
Punkt der Ebene P ausserhalb der Geraden g, so geht durch A 
eine Gerade h, welche zu den Ebenen gA und P gehért, also durch 
g und fh ein Strahlenbiindel, welches zu g und P gehort. 

Wir konnten nicht behaupten, dass zwei Ebenen immer Punkte 
gemein haben, oder dass drei Kbenen stets durch einen Punkt gehen, 
selbst wenn sie sich paarweise durchschneiden. Aber gemeinschaft- 
liche Strahlenbiindel lassen sich ber zwei Kbenen P und Q stets er- 
zeugen; devn ist g eine Gerade von Q, so giebt es ein Biindel, 
welches zu g und P, mithin zu P und Q gehort. Freilich bleibt 
es, so lange kein gemeinsames eigentliches Biindel bekannt ist, 
unentschieden, ob die Ebenen eine Gerade gemein haben, d. h. ob 
die gemeinsamen Biindel zu einer Geraden gehéren. Und: Drei 
Ebenen P, Q, R haben ein Strahlenbiindel gemein, wenn zwet von 
thnen, Q und R, sich durchschneiden; denn die Ebene P hat mit 
der Geraden QR ein Biindel gemein, und alle Biindel der Geraden 
QF sind Biindel von Y und R. 

Von dem Versuche, Strahlenbiindel fiir die Punkte einzufiihren, 
werden die oben nicht genannten Siitze der beiden ersten Para- 
graphen nicht beriihrt. In diesen Satzen tritt ein auf drei Punkte 
einer Geraden beziiglicher Begriff auf, der sich nicht auf beliebige 
Strahlenbiindel einer Geraden dhartract: von drei Punkten in einer 
Geraden ist namlich allemal einer gern den beiden andern‘ 
gelegen, Ich kénnte bei drei eigentlichen Strahlenbtindeln einer 
Geraden mich einer entsprechenden Ausdrucksweise bedienen, ich 
miisste sie jedoch gleich von vornherein auf eigentliche Biindel 
beschriinken. Demgemiiss wird die Verallgemeinerung, um die es 
sich handelt, sich nicht auf solche Sitze erstrecken, zu deren For- 
mulirung jener Begriff oder aus ihm abgeleitete Begriffe erforderlich 
sind. Dagegen diirfen wir fiir alle anderen Siitze von jetzt an die 
D lie ticmreraneen nehmen, welche wir gewonnen haben, und. zu 
denen noch einige neue aie hinzugetreten sind. 
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Wir konnten auf dem Standpunkte, den wir jetzt einnehmen, 
das Wort ,,Punkt‘ ginzlich entbehren und statt dessem bloss von 
Strahlenbiindeln (beliebigen und eigentlichen) sprechen. Wir kéonn- 
ten dann eine Reihe von Beziehungen, zu denen wir allmahlich 
gelangt sind, in eine viel geringere Anzahl von Siatzen zusammen- 
fassen. Aber wenn die Darstellung bei einer solchen Aenderung 
an Kiirze gewinnt, so wiirde sie zugleich an Anschaulichkeit ver- 
lieren, da das Wort ,,Strahlenbiindel‘‘ weit complicirtere Vorstel- 
lungen veranlasst, als zur Auffassung der geometrischen Kntwicke- 
lungen néthig und forderlich ist. 

Dieser Nachtheil wird vermieden, wenn man, statt den Ge- 
brauch des Wortes Punkt aufzugeben, ihn vielmehr in derselben 
Weise ausdehnt, wie es an dem Worte ,,Strahlenbiindel“ gezeigt 
worden ist. Wir treffen in der That die Bestimmung, dass das 
Wort ,,Punkt“ nicht mehr in der bisherigen Bedeutung angewendet 
werden soll, dass vielmehr mit der Aussage ,,das Strahlen- 
biindel S gehért zur Geradeng fortan gleichbedeutend 
sein soll die Aussage ,,der Punkt S liegt in der Geraden 
g‘‘, und dass, wo das Strahlenbiindel S als ein eigentliches bezeich- 
net wird, auch der Punkt S ein eigentlicher Punkt genannt 
werden soll*). Der Ausdruck ,,eigentlicher Punkt wird also von 
nun an genau dasjenige bedeuten, was bisher unter Punkt schlecht- 
weg verstanden wurde; dadurch eben wird das mit keiner naheren 
Bestimmung versehene Wort ,;Punkt“ zu allgemeinerer Anwendung 
verfiigbar. 

Liegt der Punkt S in einer Geraden der Ebene P, so sagt 
man: der Punkt S liegt in der Ebene P. Dies ist demnach gleich- 
bedeutend mit der Aussage: das Strahlenbtindel S gehért zur 
Ebene P. 

Derselbe Vorgang wiederholt sich in der Mathematik bei zahl- 
reichen Ahnlichen Gelegenheiten. So ist man nach der allmahlichen 
Erweiterung des Begriffs, welcher mit dem Worte ,,Zahl‘ verbun- 
den wird, gendthigt, den Ausdruck ,,reelle positive ganze Zahl* 
da anzuwenden, wo im Anfange das Wort ,,Zahl“ ohne Zusatz ge- 
ntigte; man muss die Function, auf welche das Wort ,,Potenz“ 


*) Vergl. Staudt, Geometrie der Lage § 5, wo jedoch als uneigentliche 
Punkte nur die sog, unendlich fernen Punkte der Euklidischen Geometrie er- 
scheinen, In umfassenderem Sinne hat zuerst Herr F. Klein ,,uneigentliche‘: 
oder ,,ideale‘‘ Punkte eingefiihrt, Math, Ann. Bd. 4 S, 624, Bd.6 S. 131 u. 141. 
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sich urspriinglich bezog, spiiterhin eine ,;Potenz mit reellem posi- 
tiven ganzen Exponenten“ nennen, u. s. w. Kiirzer wiirde man von 
yeigentlichen“ Zahlen, ,,eigentlichen Potenzen u. s. w. sprechen. 
Wie man aber nur bei reellen Zahlen die einen ,,grésser“ als die 
andern nennt, so kann in der Geraden nur bei drei eigentlichen 
Punkten davon die Rede sein, dass einer ,,zwischen den beiden 
andern‘’ liegt. Dieser Begriff und vor der Hand auch alle mit 
seiner Zuziehung definirten Begriffe bleiben mithin auf eigentliche 
Punkte beschrankt. Im Uebrigen jedoch behalten die bisherigen 
Definitionen und Bezeichnungen ihre Giiltigkeit. Man sagt, dass 
die Geraden g und h sich schneiden, sobald ein (und zwar nur 
ein) Punkt in beiden hegt, ohne dass ein gemeinschaftlicher eigent- 
licher Punkt gefordert wird; man nennt Ebenen, welche einen 
beliebigen Punkt gemein haben, ein Ebenenbiindel, diesen Punkt 
den Scheitel des Ebenenbiindels u. s. w. 

An Stelle der Siitze 4. und 5. des ersten und 2.—9. des zwei- 
ten Paragraphen treten jetzt die folgenden. 

1. Durch einen beliebigen und einen eigentlichen Punkt kann 
man stets eine Gerade ziehen. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten 
bestimmt. ° 

3. Durch zwei beliebige und einen eigentlichen Punkt kann 
man stets eine Ebene legen. 

4. Jede Ebene ist bestimmt, wenn von ihr zwei beliebige 
und ein eigentlicher Punkt gegeben sind und diese drei Punkte 
nicht in gerader Linie liegen. 

5. Hine Gerade, welche mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, liegt ganz in ihr. 

6. Durch eine Gerade und einen Punkt kann man allemal eine 
Ebene legen. 

7. Eine Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade 
und einen Punkt ausserhalb der Geraden kennt. 

8. Durch zwei Geraden, welche einen Punkt gemein haben, 
kann man immer eine Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Geraden 
bestimmt, 

10. Wenn zwei Ebenen einen eigentlichen Punkt gemein haben, 
so haben sie eine Gerade gemein. 

11. Zwei Geraden in einer Ebene haben stets eimen Punkt 
gemein. 

12. Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt 
gemein. 
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13. Zwei Ebenen haben stets Punkte gemein. 

14. Drei Ebenen, von denen zwei sich in einer Geraden 
schneiden, haben stets einen Punkt gemein. — 

Eine beliebige Gruppe von Punkten, Geraden und Ebenen 
werde eine Figur genannt; dabei werden nicht bloss eigentliche 
Punkte zugelassen, sondern beliebige. Jede Figur kann erweitert 
werden. Es kénnen entweder andere Punkte, Geraden, Ebenen 
nach Willkiir hinzutreten oder aus der Figur weitere Punkte als 
Schnittpunkte ihrer Geraden und Ebenen, weitere Geraden und 
Kbenen durch Verbindung ihrer Punkte und Geraden abgeleitet 
(construirt) werden. Das Gebiet der Construction ist aber alle- 
mal ein begrenztes, in welchem man ebene Flaichen, gerade Strecken 
und eigentliche Punkte theils gegeben vorfindet, theils nach irgend 
welchen Vorschriften mit Benutzung der gegebenen Stticke ver- 
zeichnet. Wird nun im Verlaufe der Construction em Punkt H 
als Durchschnittspunkt zweier Geraden / und m definirt, zu denen 
Strecken jenes Gebietes gehéren, so braucht ein solcher Dureh- 
schnittspunkt innerhalb des Gebietes nicht zu existiren, und wenn 
er sich dort nicht vorfindet, so sind statt seiner bei der Fortsetzung 
der Construction die ihn darstellenden Geraden / und m zu _ ver- 
wenden. Aber man muss beachten, dass die Méglichkeit, zwei 
Punkte durch eine Gerade oder drei Punkte durch eine Ebene zu 
verbinden, nur feststeht, wenn wenigstens einer von ihnen ein 
eigentlicher Punkt ist. 

Ob ein Punkt im Verlaufe der Construction als eigentlicher 
Punkt resultirt oder nicht, hingt von der gegebenen Figur ab. 
Bis jetzt verfiigen wir nur tiber ein einziges Mittel, eine solche 
Frage zu entscheiden; dies ist der 10. Lehrsatz des § 2, der im 
dritten und vierten Paragraphen noch andere Fassungen erhalten 
hat. — 

Die Figuren, an denen wir bisher die Ableitung der Lehrsiitze 
verfolgen konnten, bestehen aus eigentlichen Punkten, geraden 
Strecken und ebenen Flachen, welche die Punkte, Geraden und 
Ebenen, um die es sich handelt, zur Darstellung bringen. Ist von 
drei eigentlichen Punkten A, B, C die Rede, welche in gerader 
Linie legen, so nimmt man in die Figur eine Strecke auf, zu 
welcher A, L, CU gehoren; soll der Punkt C zwischen den beiden 
andern legen, so bringt man ihn sogleich in entsprechender Weise 
ap, u.s.w. Wihrend des Beweises wird in der Regel eine Erwei- 
terung der Figur néthig. Wenn nun beispielsweise urspriinglich 
eine Gerade g und zwei eigentliche Punkte D und LH, in einer 
Ebene mit g, aber auf verschiedenen Seiten von g, vorkommen 
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und weiterhin auch die Gerade DE und ihr Schnittpunkt F’ mit 
der Geraden g in die Betrachtung aufgenommen werden, so ver- 
merkt man eine Strecke der Geraden DE und den eigentlichen 
Punkt # in der Figur. So wird jede in dem _ betreffenden Satze 
gemachte Voraussetzung oder zum Beweise geforderte Construction 
in anschaulicher Form festgehalten und die Uebersicht iiber alle 
Beziehungen erleichtert, welche beim Anblick der Figur rascher in 
das Gedichtniss zuriickkehren und die Erfindungskraft lebhafter 
anregen, als auf anderem Wege. 

Die Fortsetzung unserer Betrachtung bringt uns nun in die 
Lage, Lehrsaitze, in denen beliebige Punkte vorkommen, durch 
Figuren zu erlaiutern. Jeder solche Punkt kann in der Figur als 
eigentlicher Punkt angenommen oder bloss durch zwei seiner Ge- 
raden angedeutet werden... Demgemiss kann man in Bezug auf 
jeden solchen Punkt® zwei Fille zur Darstellung bringen, und mit 
der Anzahl der Punkte wird die der darzustellenden Falle sich sehr 
rasch vermehren, Aber es ist nicht immer nothwendig, auf die 
verschiedenen Falle Riicksicht zu nehmen. Wo im Beweise selbst 
mehrere Fille unterschieden werden, da mag man auch die einzel- 
nen Falle an besonderen Figuren erlautern. Wird der Beweis jedoch 
einheitlich gefiihrt, so erfiillt eine Figur, welche irgend einen Fall 
verauschaulicht, vollkommen ihren Zweck. Denn die Zuziehung 
~ der Figur ist itiberhaupt nichts Nothwendiges. Sie erleichtert wesent- 
lich die Auffassung der in dem Lehrsatze ausgesprochenen Bezie- 
hungen und der etwa zum Beweise angewandten Constructionen; 
sie ist tiberdies ein fruchtbares Mittel, um solche Beziehungen und 
Constructionen zu entdecken. Aber wenn man das Opfer an Miihe 
und Zeit nicht scheut, so kann man beim Beweise eines jeden Lehr- 
satzes die Figur fortlassen; der Lehrsatz ist eben nur dann wirk- 
lich bewiesen, wenn der Beweis von der Figur vollkommen unab- 
hangig: ist. 

Die Grundsiitze kann man ohne entsprechende Figuren nicht 
einsehen; sie sagen aus, was an gewissen sehr einfachen Figuren 
beobachtet worden ist. Die Lehrsiitze werden nicht durch Beob- 
achtungen begriindet, sondern bewiesen; jeder Schluss, der im Ver- 
laufe des Beweises vorkommt, muss in der Figur seine Bestitigung 
finden, aber er wird nicht aus der Figur, sondern aus einem be- 
stimmten vorhergegangenen Satze (oder aus einer Definition) ge- 
rechtfertigt. Ich habe die betreffenden Satze Anfangs immer genau 
angegeben; aber auch da, wo die Angabe der Kiirze wegen unter- 
blieben ist, konnte ich mich allemal auf einen bestimmten Satz 
berufen. Wenn man von dieser Auffassung im Geringsten ab- 
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weicht, so verliert der Sinn des Beweisverfahrens iiberhaupt jede 
Bestimmtheit. 

Bei Euklid sehen wir zwischen den Grundsiitzen und Lehr- 
sitzen iusserlich eine deutliche Trennung vollzogen. Im ersten 
Buche der Elemente stehen 89 Definitionen an der Spitze; diese 
sollen ftir das erste Buch das vorstellen, was wir ein Verzeichniss 
der Grundbegriffe und abgeleiteten Begriffe nennen wiirden, jedoch 
ohne scharfe Unterscheidung. Sodann werden 3 Postulate und 12 
Axiome angefiihrt; diese 15 Siitze sind als Grundsidtze zu betrach- 
ten. Ihnen lasst Euklid die Theoreme folgen, in der Meinung — 
so darf man wohl annehmen —, bis dahin Alles in Bereitschaft 
gesetzt zu haben, womit die Siatze des ersten Buches bewiesen 
werden kénnen. Aber schon der erste Beweis lisst die Unvollstiin- 
digkeit der Sammlung erkennen. Ls handelt sich darum, zu zeigen, 
dass (in einer Ebene) auf jeder geraden Strécke AB ein gleich- 
seitiges Dreieck construirt werden kann. Zu dem Zweck wird (in 
jener Kbene) um den Punkt A mit dem Halbmesser AB ein Kreis 
beschrieben, ebenso um den Punkt B; vom Punkte C, in welchem 
die beiden Kreise sich schneiden, zieht man gerade Strecken nach 
A und B. Fiir jedes Glied des Beweises und jede in ihm gebrauchte 
Construction muss nun die Rechtfertigung erbracht werden, und 
zwar mittels eines vorher aufgestellten Satzes. Dass die beiden 
Kreise um A und BL mit dem Halbmesser AB existiren, folgt in 
der That aus dem dritten Postulat, wonach gefordert werden darf, 
(in einer Ebene) um jeden Punkt in jedem Abstande einen Kreis 
zu beschreiben. Dass die geraden Strecken AC und BC existiren, 
folet aus dem ersten Postulate, wonach gefordert werden darf, von 
jedem Punkte nach jedem andern eine gerade Strecke zu ziehen. 
Also beziiglich der beiden Kreise und der beiden Strecken ist Euklid 
im Stande, die erforderlichen Hinweise auf friihere Sitze zu geben. 
Es ist aber, unmittelbar nachdem die beiden Kreise eingefiihrt sind, 
vom Punkte C die Rede, in welchem sie sich schneiden. Nach 
welchem Satze existirt ein derartiger Punkt? Bei Euklid findet 
sich keine darauf beziigliche Angabe, und diese Liicke kann auch 
aus seinem Material nicht erginzt werden, denn es geht dem ersten 
Lehrsatze keine Aussage voran, wonach jene Kreise sich schneiden 
miissen. 

Wenn es also Huklid’s Absicht war, den Lehrsiitzen des ersten 
Buches alle Beweismittel voranzuschicken, um sich spater bei jedem 
Schlusse und jeder Construction auf dieselben berufen zu kénnen, so 
hat er seine Absicht nicht vollstindig erreicht. Er hatte beispiels- 
weise in Riicksicht auf das erste Theorem den Satz mit aufnehmen 
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miisser: ,,Zwei Kreise in einer Ebene, deren jeder durch den Mittel- 
punkt des andern hindurchgeht, schneiden sich“; dieser Satz musste 
entweder ein Axiom abgeben oder als Theorem auf einen Beweis 
gestiitzt werden. Dass hier die dem Satze vom gleichseitigen Dreieck 
beigegebene Figur allein irregefiihrt hat, erkennt man sofort, wenn 
man den Beweis ohne die Figur herzustellen versucht. Nach wie 
vor kann man dann die beiden Kreise einfiihren, weil man iiber 
das dritte Postulat verfiigt; um jedoch von da weiterzukommen, 
fehlt jede Handhabe, so lange man keine Figur vor Augen hat. 
Die Figur freilich lasst nicht in Zweifel dartiber, ob der Punkt C 
existirt. Aber die Figur lisst auch die Existenz der Kreise um A 
und £ und der Strecken AC und BC nicht zweifelhaft, und doch 
wird die Thatsache, dass solche Kreise und Strecken méglich sind, 
_ besonders ausgesprochen und angefiihrt. Mit welchem Rechte wer- 
den nun von den Thatsachen, auf denen die Construction beruht, 
und welche kaum in verschiedenem Grade einleuchtend und durch 
einfache Beobachtungen verbiirgt sind, die einen ausdriicklich for- 
mulirt, die andern aber nicht? 

Zwischen den Beweisgriinden, welche in der Anwendung friiherer 
Satze und Definitionen bestehen, und andern irgendwelcher Natur 
werden wir nicht versuchen, eine Grenze zu ziehen — was schwerlich 
gelingen diirfte —, sondern wir werden nur diejenigen Beweise 
anerkennen, in denen man Schritt fiir Schritt sich auf vorhergehende 
Satze und Detinitionen beruft oder berufen kann, Wenn zur Auf- 
fassung eines Beweises die entsprechende Figur unentbehrlich ist, 
so gentiot der Beweis nicht den Anforderungen, welche wir an ihn 
stellen, — Anforderungen,.welche erfiillbar sind; bei einem voll- 
kommenen Beweise ist die Figur entbehrlich. Nicht bloss in der 
von Euklid tiberlieferten Form tragen zahlreiche Beweise der Geo- 
metrie jene Unvollkommenheit an sich, sondern auch nach den 
vielfachen Umgestaltungen, welche sie im Laufe der Zeit erfahren 
haben; nur dass bei Huklid die Irrthiimer rein zu Tage treten und 
nirgends durch Worte verhiillt sind. — Man darf nicht einwenden, 
dass hiiufig, ohne Anfertigung der Figur, durch ihre blosse Vot- 
stellung der Zweck erreicht werden kann. Die vorgestellte Figur 
ist nur zalissig, sofern sie mit einer wirklichen iibereinstimmt. 
Aber selbst wenn irgend eine der Hinbildungskraft allein entstam- 
mende Figur Berechtigung hitte, so wiiren wir nicht der Verpflich- 
tung tiberhoben, von den aus ihr entnommenen Beweismitteln sorg- 
faltig Rechenschaft zu geben*). 


*) §. noch § 12 Schluss. 
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Sobald man der Figur keine andere, als die eben beschxiebene 
Rolle zugesteht, gentigt tiberall, wo in Lehrsiitzen und Beweisen 
nicht mehrere Fille unterschieden werden, eine einzige nach Be- 
lieben entworfene Figur. Demgemiiss wird man unbedenklich, wo 
beliebige Punkte vorkommen, diese in den Figuren nach Méglich- 
keit durch ‘eigentliche Punkte wiedergeben, selbst dann, wenn es 
sich gerade um den Fall der eigentlichen Punkte nicht handelt. 
Dass z. B. drei Geraden den beliebigen Punkt G gemein haben 
sollen, kann ich wirksam in der Figur nur anbringen, indem ich 
G als eigentlichen Punkt annehme, und es ist mir allemal nur 
darum zu thun, die wirksamste Figur zu benutzen. Freilich muss 
dann mit um so grésserer Vorsicht gepriift werden, ob die einzel- 
nen Punkte sich durch Zufall oder mit Nothwendigkeit als eigent- 
liche ergeben haben. 
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Die bisherigen Erérterungen haben nicht entschieden, ob man 
durch zwei beliebige Punkte eine Gerade ziehen kann, ob gemein- 
schaftliche Punkte zweier Hbenen in einer Geraden fiegen, ob eine 
Ebene durch drei beliebige ihr angehérige und nicht in einer Ge- 
raden enthaltene Punkte bestimmt ist, ob man durch drei beliebige 
Punkte eine Ebene legen kann. Die drei ersten Fragen hangen 
mit einander eng zusammen und sollen jetzt in Hrérterung gezogen 
werden; die vierte bleibt dabei zu besonderer Untersuchung vor- 
behalten. 

Ks seien A und B beliebige Punkte. Wenn ich einen eigentlichen 
Punkt D zuziehe, so dass AB D nicht in gerader Linie liegen, so kann 


Fig. 12. 


ich durch A B D eine bestimmte Ebene P legen; wenn ich einen eigent- 
lichen Punkt / ausserhalb der Ebene P annehme, so geht auch durch 
ABH keine Gerade, folglich eine bestimmte Ebene @Q hindurch. 
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Die Ebenen P und Q kénnen eine Gerade g gemein haben; ist 
dies der Fall, so existirt ein Ebenenbitischel PQ mit der Axe g. 
Duych den beliebigen Punkt /, der nicht zugleich in den Ebenen 
P und Q liegen soll, geht alsdann eine und zwar nur eine Ebene 
des Btischels hindurch, welche & heissen mag. Wenn ich mich 
nun auf einen eigentlichen Punkt F’ beschranke, so kann ich die 
Ebene # herstellen, ohne die Axe des Ebenenbiischels zu benutzen; 
irgend zwei den Ebenen P und Q gemeinschaftliche Punkte A und 
B geniigen, um mit F zusammen die Ebene R zu bestimmen. 
Auch wenn die Existenz einer den Ebenen P und @ gemeinschaft- 
lichen Geraden nicht feststeht, ist die fiir die Ebene R angegebene 
Construction ausfiihrbar. Aber es entsteht die Frage, ob das Er- 
gebniss der Construction unter allen Umstinden von den benutzten 
gemeinschaftlichen Punkten der Ebenen P und Q unabhiangig ist, 
d. h. wenn ALC drei solche Punkte sind, ob die Ebenen ADF 
und ACF immer zusammenfallen, ob also die Punkte ABOF 
immer in einer Ebene liegen. Dass dies in der That zutrifft, lasst 
sich beweisen. 


s 


Fig. 13. 


Mit ABC werden drei beliebige, zu zwei Ebenen P und Q 
zugleich gehérige Punkte, mit /” ein nicht in jenen Ebenen enthal- 
tener eigentlicher Punkt bezeichnet; weder ABI’ noch ACE noch 
BCF liegen also in einer Geraden, Ich nehme den eigentlichen 
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Punkt @ in der Ebene Q beliebig, nicht in P zugleich (so dass 
weder ABa noch ACa noch BCa in gerader Linie liegen), so- 
dann den eigentlichen Punkt 6 in der Geraden wC (von C’ yer- 
schieden), mit « auf derselben Seite der Ebene P; die Geraden AB 
und Boe sind von einander verschieden und treffen sich in einem 
Punkte y. Obgleich nur « und  eigentliche Punkte zu sein brauchen, 
und gerade der Iall, wo unter den Punkten ABC sich ein eigent- 
licher befindet, uns nicht interessirt, so tragen wir doch kein Be- 
denken, auch die Punkte ABCy in den zur Erliuterung dienenden 
Kiguren als eigentliche anzunehmen, in Hinblick auf die der Figur 
zukommende, nur nebensiichliche Bedeutung. 

Die Punkte « und # liegen auf derselben Seite von P; auf 
der andern Seite nehme ich den eigentlichen Punkt K (nicht in @). 
Dann wird die Ebene P von der Geraden Ka in einem eigent- 
lichen Punkte a zwischen K und a, von der Geraden Kf in einem 
eigentlichen Punkte b zwischen K und f, von der Geraden Ky in 
einem Punkte ¢ getroffen. Die Punkte Abe befinden sich zugleich 
in der Ebene KBy (nimlich resp. in den Geraden By, KB, Ky), 
die Punkte bea in der Ebene Kya, die Punkte Cab in der Ebene 
Kap. Da a und 6 eigentliche Punkte sind, so folgt hieraus, dass 
sowohl Abe als bea und Cab je in einer Geraden liegen. 

In der Ebene P wihle ich jetzt den eigentlichen Punkt ZL 
beliebig, jedoch ausserhalb der Kbene @ und der Geraden bc, ca, 
ab, ferner in der Ge- 
raden aL den eigent- 
lichen Punkt @ zwi- 
schen a und Z. Dann 
sind in der Kbenea K L 
die Punkte « und a, 
folelich die Gerade aa’ 
enthalten, welche nicht 
zwischen a und K, 
wohl aber zwischen a 
und Z, demnach auch 
zwischen K und L 
hindurchgeht, d. h. die 
Gerade KL wird von 
‘ea’ in einem eigent- 

Fig. ee lichen Pankte M zwi- 

schen K und ZL tiber- 

schritten. Den Punkt MZ kann ich in gleicher Weise, wie dies mit 
& geschehen ist, verwenden, indem ich die Durchschnittspunkte 
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der Ebene P mit den Geraden Ma, MB, My aufsuche. Da nim- 
lich A und M auf derselben Seite der Ebene P liegen , aber K 
und « auf verschiede- 
denen Seiten, so finden 
sich. weder M und « 
noch M und 6 auf der- 
selben Seite vor. Folg- 
lich wird die Ebene P 
nicht blogs von der Ge- 
raden Ma im eigent- 
lichen Punkte a’, son- 
dern auch von der Ge- 
raden M6 in einem 
eigentlichen Punkte b’ 
getroffen, und zwar 
liegt a’ in der Geraden 
aL zwischen a und L, 
6 in der Geraden 0 LZ 
(némlich 620’ in den Ebenen P und 6B KM) zwischen 6 und L (da 
in der Ebene 0K L die Gerade Mf zwischen K und L, aber nicht 
zwischen K und 6 hindurchgeht). Endlich wird die Ebene P von 
der Geraden My in einem Punkte c’ getroffen, welcher zur Geraden 
eL gehért (naémlich ¢Lc zu den Hbenen P und y KM). Sowohl 
Ab’¢ als Bea und Ca'b’ liegen demnach in geraden Linien, und 
die Strahlen aa’, bb’, cc laufen im Punkte Z zusammen. Die in 
der Ebene P jetzt zu Stande gebrachte Figur enthalt die Punkte 
A, B, C als Durchschnittspunkte der Geraden be, ca, ab mit resp. 
be, da, ab’ und liefert mit Zuziehung der Punkte K und MM die 
in der Ebene @ angenommenen Punkte @, 6, y als Durchschnitts- 
punkte der Strahlen Ka, Kb, Ke mit resp. Ma’, Mb’, Mc. 

Der eigentliche Punkt £ wird ausserhalb der Ebene P voraus- 
gesetzt. In der Verlangerung der Strecke a F iiber / hinaus nehme 
ich den eigentlichen Punkt WN (Fig. 16); dann ist in der Ebene a’ LN 
die Gerade af gelegen und begegnet der Geraden LN in einem 
eigentlichen Punkte O zwischen L und N; die Strahlen Oa und 
Na schneiden sich im eigentlichen Punkte F. In der Kbene b' LN 
befindet -sich der Strahl Ob und trifft den Strahl Nd’ in einem 
eigentlichen Punkte G zwischen b’ und N. Die in der Ebene ¢ LN 
verlaufenden Strahlen Oc und Ne endlich lefern einen Durch- 
schnittspunkt H. Die Punkte fF’, G, H lassen sich durch die Ge- 
raden GH, HF, FG verbinden. Da die Ebenen Obe und NU'¢ 
die Punkte AGH, alse, auch die Gerade GH gemein haben, so 
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liegt A in der Geraden GH ; ebenso liegt B in der Geraden HF, 
Cin der Geraden FG, und die drei Geraden sind von einander 
verschieden. Die durch 
die Punkte /'GH_ be- 
stimmte Ebene um- 
fasst also die gegebe- 
nen Punkte A BC, und 
es sind daher die Ebe- 
nen ABP,ACE,BCE. 
mit einander identisch, 
was zu beweisen war. 
Man kann dem Er- 
gebniss foleende I'as- 
sung ertheilen: Wenn 
drei Ebenen P, Q, 
zwei Punkte A, B ge- 
mein haben, so ist je- 
der gemeinschaftliche 
Punkt von zweien auch 
in der dritten Ebene 
enthalten. Ist nimlich 
der Punkt C den Ebe- 
nen P und @ gemein, 
Fig. 16. J’ ein eigentlicher 
Punkt der Ebene R 
(nicht in P oder Q), so fallen die Ebenen ABE und ACF z- 
sammen, d. h. C in die Ebene R. Ueberhaupt: Wenn drei oder 
mehr Ebenen durch zwei Punkte gelegt sind,.so gehen durch jeden 
Punkt, welcher zu zweien gehért, auch die iibrigen Ebenen hin- 
durch. 

In Erweiterung der bisherigen Definition werden 
wir jetzt, wenn drei Ebenen P, QY, R zwei Punkte gemein 
haben, immer sagen: die Ebene R liegt im Ebenen- 
btischel PQ; gleichviel ob iiber die Durchschneidung dieser Ehbe- 
nen in einer Geraden etwas feststeht oder nicht. Haben die Ebenen 
P und @ eine Gerade gemein, so sagen wir: & liegt im eigent- 
lichen Ebenenbiischel PQ. Aber auch wenn die Durchschnei- 
dung von P und @ in einer Geraden nicht feststeht, kann man 
durch jeden eigentlichen Punkt F# eine und zwar nur eine Kbene 
hindurchftihren, welche ,,im Biischel PQ liegt; sind nimlich A 
und 6 gemeinschaftliche Punkte von P und Q, so fallt die Ebene 
ABF mit f zusammen, Die Punkte A wid B sind gemeinschaft- 
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liche Punkte fiir zwei im Biischel P@ beliebig angenommene Ebe- 
nen, und indem wir die Benennung ,Ebenen des Biischels PQ“ 
auf P und @ selbst ausdehnen, diirfen wir schliessen, dass durch 
ewer beliebige Ebenen stets ein Ebenenbiischel gelegt werden kann, 
und dass das Ebenenbiischel durch irgend zwei thm angehirige Ebenen 
bestimmt wird. 

Zur Bezeichnung eines Kbenenbiischels wird auch ein beson- 
derer Buchstabe benutzt; beim eigentlichen Ebenenbiischel halten 
wir daran fest, dass jede Bezeichnung des Biischels zugleich ftir 
die Axe gilt. Irgend ein Ebenenbiischel werde mit g bezeichnet. 
Kin Punkt, der zu zwei Ebenen des Biischels g gehért, ist gemein- 
schaftlicher Punkt aller Ebenen dieses Biischels; wir nennen ihn 
einen Punkt des Ebenenbiischels g. Jede Ebene, welche durch 
zwei Punkte des Biischels g gelegt wird, ist eine Ebene des Biischels 
g und enthalt somit alle Punkte dieses Biischels: — Wenn g ein 
eigentliches Ebenenhiischel bedeutet, d. bh. wenn g die Benennung 
einer Geraden ist, so erkennt man die Ausdrticke ,,Punkt der Ge- 
raden g‘ und ,,Punkt des eigentlichen Ebenenbiischels g“ als iden- 
tisch, ebenso die Ausdriicke ,,Ebene durch die Gerade g“ und ,,Kbene 
des eigentlichen Ebenenbiischels g‘‘. 

Demnach kénnten wir von jetzt an auf das Wort ,,Gerade“ 
ginzlich verzichten und statt dessen bloss von Ebenenbiischeln (be- 
liebigen und eigentlichen) sprechen. Weit zweckmissiger ist es 
jedoch, den Gebrauch des Wortes ,,Gerade“ in derselben Weise 
auszudehnen, wie es bei dem Worte ,,Kbenenbiischel“ bereits ge- 
schehen ist. Wir werden also das Wort ,,Gerade“ nicht mehr in 
seiner bisherigen Bedeutung anwenden, sondern wir definiren 
die Ausdrucksweise ,,A ist ein Punkt der Geraden g“ 
als gleichbedeutend mit ,,A ist ein Punkt des Ebenen- 
biischels g“. Wenn zugleich festgesetzt wird, dass die Gerade g 
eine eigentliche Gerade genannt werden soll, sobald g ein 
eigentliches Ebenenbiischel ist, so tritt fortan der Ausdruck ,,eigent- 
liche Gerade“ an Stelle des Wortes ,,Gerade“ ohne Zusatz, welches 
eine andere Verwendung gefunden hat. Dadurch sollen aber, von 
der schon beim Strahlenbiindel besprochenen Ausnahme abgesehen, 
die bisherigen Definitionen und Bezeichnungen ihre-Giiltigkeit nicht 
verlieren. Beispielsweise nennen wir beliebige Geraden (Strahlen) 
durch einen Punkt ein Strahlenbiindel; wenn alle Punkte der Ge- 
raden g in der Ebene # liegen, so sagen wir: die Gerade g liegt 
in der Ebene R, u. s. w. 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Sitze sind jetzt der 
Erweiterung fihig; nur der dritte bleibt davon unberiihrt. 

4% 
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1. Durch zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen. 

Denn legt man die Ebenen P und Q durch die Punkte A und 
B, so sind A und B Punkte des Ebenenbiischels PQ, also ,,Punkte 
einer Geraden“. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten 
bestimmt. 

Sind nimlich A und B Punkte der Geraden g, d. i. Punkte 
des Ebenenbiischels g, so ist dieses Biischel durch die Punkte A 
und B bestimmt. 

3. Durch zwei beliebige und einen eigentlichen Punkt kann 
man stets eine Ebene legen. 

4, Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punkten, 
welche nicht in gerader Linie liegen, bestimmt. 

M. a. W.: Wenn drei Punkte in zwei Ebenen liegen, so liegen 
sie in emer Geraden. * 

5. Hine Gerade, welche mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, liegt ganz in ihr, 

M. a. W.: Eine Ebene, welche zwei Punkte eines Biischels ent- 
hilt, geht durch alle Punkte des Biischels. 

6. Durch eine eigentliche Gerade und einen beliebigen Punkt, 
sowie durch eine beliebige Gerade und einen eigentlichen Punkt 
kann man allemal eine Ebene legen. 

7. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade 
und einen Punkt ausserhalb der Geraden kennt. 

8. Durch eine beliebige und eine eigentliche Gerade, welche 
einen Punkt gemein haben, kann man immer eine Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist durch zwei beliebige von ihren Geraden 
bestimmt. 

10. Jede Gerade, welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist 
eine eigentliche Gerade. 

11. Zwei Geraden in einer Hbene haben stets einen Punkt 
gemein. 

Beweis: In der Ebene P seien die Geraden e¢ und f gelegen; 
durch irgend einen eigentlichen Punkt JZ ausserhalb der Ebene P 
lege ich die Hbenen eM und fM. Da die Ebenen eZ und fM 
sich in einer eigentlichen Geraden schneiden, so haben die Ebenen 
eM, fM und P einen Punkt N gemein. Der Punkt N liegt in der 
Geraden e (namlich in den Ebenen eM und P) und in der Geraden 
f (nimlich in den Ebenen fM und P). 

12. Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt 
gemein. 

Beweis: Ist die Gerade h und die Ebene P gegeben (h nicht 
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in P), und wird irgend eine durch h gelegte Ebene mit @Q, das 
Kbenenbiischel P@ mit g bezeichnet, so sind g und h Geraden der 
Ebene @ und schneiden sich demnach. Der Punkt gh ist der 
Geraden und der Ebene P gemein. 

13. Zwei Hbenen haben stets eine Gerade gemein. 

Beweis: Durch die Ebenen P und @ kann man ein Ebenen- 
biischel P@ legen. Wird dieses mit g bezeichnet, so sind P und 
Q@ ,,Hbenen durch die Gerade g“ zu nennen. 

14, Drei Hbenen haben stets einen Punkt oder eine Gerade 
gemein. 

Beweis: Von den Ebenen P, Q, Rf liefern irgend zwei eine 
Durchschnittslinie, etwa P und @ die Gerade g. Diese liegt ent- 
weder in der Ebene F# oder hat mit ihr einen Punkt gemein. Im 
letzteren Falle ist g R der Schnittpunkt der Ebenen P, Q, R. — 

Abgesehen vom zehnten Satze, haben wir kein Mittel, um zu 
entscheiden, ob eine gewisse Construction zu einer eigentlichen 
Geraden fiihren muss oder nicht. Ich wende dabei das Wort Con- 
struction in erweitertem Sinne an, —- wie auch der Sinn des 
Wortes Figur eime Erweiterung erfahrt, — indem ich niimlich 
statt der eigentlichen Geraden jetzt auch beliebige Geraden zulasse. 
Kine Gerade giebt man durch zwei von ihren Punkten oder von 
ihren Kbenen an. Durch die Begegnung zweier Geraden in einer 
Ebene, oder einer Geraden und einer Ebene, oder dreier Ebenen 
werden neue Punkte, durch die Verbindung zweier Punkte oder den 
Schnitt zweier Ebenen werden neve Geraden eingefiihrt; nur zur 
Herstellung von Ebenen kénnen wir nicht beliebige Elemente ver- 
wenden, sondern miissen fiber einen eigentlichen Punkt oder eine 
eigentliche Gerade verfiigen. Aber tiberall, wo keine eigentliche 
Gerade, gefordert wird, kann man von der Geraden selbst absehen 
und mit zwei Punkten oder zwei Ebenen, welche ihr angehéren, 
operiren. Die Nothwendigkeit eines solchen Ersatzmittels kann 
durch die beschrankte Ausdehnung des Constructionsgebietes her- 
beigefiihrt werden. 

Nach den Erérterungen, mit denen der vorige Paragraph ge- 
schlossen wurde, bedarf es kaum noch der Hrwihnung, dass man 
iiberall, wo die Betrachtung durch Figuren erlautert wird, in diesen - 
statt. beliebiger Geraden eigentliche anwenden darf und nach Még- 
lichkeit auch anwenden wird, weil die Figuren alsdann ihren Zweck 
nur um so besser erfiillen. Diesen wichtigen Vortheil hitte man 
der Geometrie nicht zuginglich machen kénnen, wenn man die 
Anwendung der Worte ,,Punkt‘‘ und ,,Gerade“ nicht in der Aus- 
dehnung durchgefiihrt hatte, welche sich als zulissig darbot und 
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zunichst durch eine erhéhte Geschmeidigkeit der Sprache be- 
wihrte. 

Hine gewisse Gattung von Sitzen ist auf eigentliche Punkte 
und eigentliche Geraden beschrankt geblieben, weil nur von drei 
eigentlichen Punkten in einer Geraden gesagt werden kann, dass 
einer zwischen den beiden andern liegt. Kin Theil jener Sitze 
enthalt aber nicht den der Ausdehnung sich entziehenden Begriff 
direct, sondern den abgeleiteten Begriff getrennter Paare. Dieser 
letztere erweist sich nun der Uebertragung in demselben Umfange 
fihig, wie die Begriffe des Punktes, der Geraden und der EKbene 
selbst, und ich will ihn jetzt fiir beliebige Punkte in einer belie- 
bigen Geraden bilden. Der Uebertragung auf beliebige Punkte in 
einer eigentlichen Geraden stand schon im vorigen Paragraphen 
nichts im Wege; sie wiirde jedoch eie Wiederholung derselben 
Betrachtungsweise an der gegenwirtigen Stelle uns nicht erspart 
haben. 

In einer beliebigen Geraden / werden die Punkte ABCD an- 
genommen. Versteht man unter M und WM’ eigentliche Punkte 
ausserhalb der Geraden /, unter 
U und U’ die Kbenen /M und 
1M’, unter efgh die eigentlichen 
Strahlen MA, MB, MC, MD 
in der Ebene U, unter éf’g‘h’ die 
eigentlichen Strahlen Z’A, M’B, 
rae M'C, M'D in der Ebene U’, so 
werden entweder fg durch eh 
oder ge durch fh oder ef durch 
gh getrennt. Ich nehme an, dass 
ef durch gh getrennt werden, und ftihre den Nachweis, dass alsdann 
auch ¢f’ durch g/l’ getrennt werden. Dieser Nachweis ergiebt 
sich aus den am Ende des § 4 gegebenen Siitzen zundchst fiir den 
Fall, wo die Ebenen U und U’ von einander verschieden sind. 
Bezeichne ich dann die durch die eigentliche Gerade M M’-gehen- 
den Ebenen ee’, ff’, gg’, hh’ mit PQRS, so werden nach dem vor- 
letzten Satze des § 4 die EKbenen PQ durch RS, mithin nach dem 
letzten auch die Strahlen ¢f’ durch g/h’ getrennt. Wenn die Ebe- 
nen U und U’ in eine einzige zusammenfallen, so wird ausserhalb 
derselben ein eigentlicher Punkt MZ” angenommen und durch die 
Strahlen ef" gh” mit ABCD verbunden. Wir wissen jetzt, dass 
e"f" durch g’h” getrennt werden, und kénnen daraus das behaup- 
tete Verhalten der Strahlen e’f’gh’ schliessen, Die Erscheinung, 
dass die Strahlen MA, MB durch die Strahlen MC, MD getrennt 
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werden, ist demnach von der Wahl des eigentlichen Punktes I 
unabhingig und hat eine Spaltung der in der Geraden / angenom- 
menen Punkte 45CD in zwei Paare AB und CD zur Folge. 

Diese Spaltung fallt mit einer schon betrachteten zusammen, 
sobald ALCD eigentliche Punkte sind. Alsdann ist nimlich / 
eine eigentliche Gerade; gehérten in ihr die Punkte C und D zur 
Strecke AB, so liigen die Schenkel MC und MD zwischen den 
Schenkeln MA und MB, und es wiiren ef nicht durch gh getrennt. 
Also liegen C und D nicht beide innerhalb der Strecke AB; eben- 
sowenig kénnen beide ausserhalb dieser Strecke Hegen; es wird 
sich vielmehr der eine Punkt innerhalb, der andere ausserhalb der 
Strecke befinden, d. h. die Punkte A.B werden durch CD getrennt. 
Dadureh wird es nahe gelegt, in einer beliebigen Geraden 
und ftir beliebige Punkte zu sagen, dass AB durch CD ge- 
trennt werden (oder dass C zwischen A und B liegt bei aus- 
geschlossenem JD, fiir den Grenzpunkt D), sobald unter Zuziehung 
eines eigentlichen Punktes M ausserhalb jener Geraden die Strahlen 
MA, MB durch MC, MD getrennt sind. Indem wir diese Aus- 
drucksweise einfiihren, diirfen wir alle Sitze, welche von getrennten 
Punktepaaren in einer Geraden handeln und von nichts Anderem, 
auf beliebige Punkte in einer beliebigen Geraden in vollem Um- 
fange tibertragen. 

Inegen die Punkie ABCE im einer Geraden, so werden ent- 
weder BC durch AE getrennt, oder CA durch BE, oder AB durch 
CE, und zwar schlresst jede dieser Lagen die beiden andern aus. 
Liegen die Punkte ABLE in emer Geraden, so kann man in 
thr den Punkt C so wahlen, dass AB durch CE getrennt werden. 

Sind in einer Geraden die Punkte AB durch eines der Paare 
CE und DE getrennt, durch das andere aber nicht, so sind AB 
durch UD getrennt. In den andern Féllen werden AB durch CD 
micht getrennt. 

Werden in einer Geraden die Punkte ADB durch CL’ getrennt, 
so werden auch CE durch AB getrennt. 
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Durch die Satze 3. 6. 8. des vorigen Paragraphen wird die 
Frage veranlasst, ob man durch drei Punkte, durch eine Gerade 
und einen Punkt, durch zwei einander schneidende Geraden eine 
Ebene legen. kann, ohne tiber einen eigentlichen Punkt oder eine 
eigentliche Gerade zu verfiigen, Es seien ABC beliebige Punkte, 
nicht in gerader Linie. Wenn durch ABC eine Ebene hindurch- 
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geht, so sind AB, AC, BC Geraden cake Ebene, welche auch 
durch die Gerade AB und den Punkt C oder aianel die Geraden 
AB und AC bestimmt wird; nehme 
ich in der Geraden AB den Punkt D 
va (von A und B verschieden) und in der 
Geraden AC den Punkt / (von A und 
C verschieden, also D von E verschie- 
Me den), so ist unter derselben Voraus- 
setzung auch DE eine Gerade jener 
Ebene und muss der Geraden BC in 
einem Punkte begegnen. Ich werde jetzt nachweisen, dass dieses 
Verhalten der Geraden BC und DE von der Existenz einer durch 
ABC gehenden Ebene unabhingig ist, d.h. dass die Geraden B C 
und D# sich unter allen Umstiinden Aoaneidon: 
Zum Beweise*) nehme ich eine eigentliche Gerade zu Hiilfe, 
welche keiner der vier Geraden AD, AC, BC, DE begegnet, und 
“ in ihr die eigentlichen Punkte KDM 


Z - derart, dass ABC weder mit K noch 
mit JZ durch Ebenen verbunden werden 
iL kénnen. In der Geraden MA wiihle ich 

i 


© den eigentlichen Punkt « (von MZ und 
A verschieden) und bezeichne den Durch- 
schnittspunkt der Geraden KA und Le 
ov in der Ebene AK M mit a. Endlich 

Big ete lege ich durch @ eine Ebene P, welche 

keinen der bisher erwahnten Punkte ausser a@ enthalt. Die Ebene 
P wird vom Strahl KA in a getroffen; sie mag von den Strahlen 
KB, KC, KD, KE in den Punkten |, ¢, d, e tiberschritten wer- 
den. Diese Punkte sind unter einander und von den vorigen ver- 
schieden; abe liegen nicht in gerader 
Linie; dagegen liegen abd in einer Ge- 
raden (in den Ebenen P und ABQ), 
ebenso ace (in den Ebenen P und ACK). 
Sind wbcdeé die Durehschnittspunkte 
der Ebene P mit den Strahlen IZA, MB, 
MC, MD, ME, so sind auch die Punkte 
ab'¢ dé unter einander und von den 
Punkten ABCD EK LI Me verschieden ; 
ab'd' und ace’ liegen je in einer Ge- 
raden, aber nicht a’b’¢. Da diese Figu- 
ren in emer Kbene enthalten sind, sc 

*) Zuerst in einer Vorlesung December 1873 gegeben, 
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LA 
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begegnen sich die Geraden be und 
de in einem Punkte f, die Geraden 
b’c und d’e’ in einem Punkte /’. 
Wenn unsere Behauptung richtig 
ist, wonach BC und DE einen 
Punkt gemein haben, so miissen in 
ihm die Strahlen Kf und Df’ sich 
begegnen, wie Ka und Ma’ in A, 
Kb und MV’ in B, Ke und Me in 
C, Kdund Md’ in D, Ke und Me’ — 
in £, Wir wollen also untersuchen, 
ob Kf und Mf’ in einer Ebene lie- 
gen; dazu ist es aber néthig, die 
Constructionen fortzusetzen. . 

Die Strahlen La und Ma’ haben 
den eigentlicheu Punkt « gemein. 
Auch die Strahlen 26 und MD’ 
erzeugen, da sie in der Kbene BK M 
verlaufen, einen Durchschnittspunkt 
B, und ebenso die Strahlen Le 
und Mc’, Ld und Ma’, Le und 
Me Durchschnittspunkte y, 0, 7. 
Hs ist leicht zu ersehen, dass die 
Punkte a, 6B, Od und a, y, n je in 
einer Geraden liegen; denn die 
Ebenen a@bL und ab’ M sind von 
einander verschieden und haben die 
Punkte afd gemein, die HKbenen 
acL und ac M sind ebenfalls von 
einander verschieden und haben die 
Punkte ayn gemein. Aber die 
Punkte aBy liegen nicht in gerader 
Linie, weil die Strahlen MA, MB, 
MC nicht in einer Ebene liegen, 
und bestimmen demnach eine Ebene 
Q, welche die Gerade wf mit dem 
Punkte 0 und die Gerade ey mit 
dem Punkte y enthilt. Wenn nun 
die Strahlen Kf und Mf’ in einer 
Ebene liegen, so muss dieselbe 
Ebene auch die Strahlen Lf und 
Mf’ mit einander verbinden; der 
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gemeinschaftliche Punkt dieser beiden Strahlen kann aber jetzt in 
der That angegeben werden. 

In der Ebene Q: befinden sich naimlich die Geraden By und 
Oy; sie haben daher einen Punkt » gemein (1. W@ liegen nicht in 
gerader Linie). Die Punkte Lf liegen in einer Geraden (in den 
Ebenen bcL und deL), ebenso die Punkte Mf’ (in den Hbenen 
Ud M und d’e M); folglich begegnen sich die Geraden Lf und 
Mf in gy, und in der Ebene LM werden die Geraden Kf 
und Mf" sich in einem Punkte F’ begegnen. Die Punkte BCL 
liegen in einer Geraden (in den Ebenen bcK und b’c M), ebenso 
die Punkte DHF (in den Ebenen de K und d‘e’ MZ); folglich haben 
die Geraden BC und DE den Punkt / gemein, und damit ist der 
in Aussicht gestellte Beweis geliefert. 

Die Punkte BODE waren der Bedingung unterworfen, dass 
keine drei in einer Geraden liegen, dass aber die Geraden 6D und 
CE sich in einem Punkte A begegnen. 


7 Da nun diese Bedingung die Durchschnei- 

—~ dung der Geraden BC und DE nach 

a. ES sich zieht, so hat sie in gleicher Weise 

‘ ee auch die Durchschneidung der Geraden 
CD und BE zur Folge. Von der For- 

Tieaee derung, dass von den Punkten BODE 


keine drei in gerader Linie liegen sollen, kann man aber absehen 
und daher pecs Satz aneyrecheu: Soa de Punkte ABCD 
so gewahlt, dass die Geraden BC und AD eim- 
ander treffen, so schneiden sich auch die Geraden 
CA und BD, ebenso die Geraden AB und CD. 
Solche Punkte haben an der gegenwirtigen 

; Stelle ein wesentliches Interesse nur dann, wenn 
‘keine drei in einer Geraden liegen, wenn also 

vA PD der Schnittpunkt HL der Geraden BC und AD 
in keinen jener vier Punkte fallt. Wenn durch 
die Punkte ALC eine Hbene hindurchgeht, so 
ist ein Punkt, AZ eine Gerade dieser Hbene, folglich D in der 
Kbene ABC gelegen. Aber auch wenn eine durch ABC gehende 
Ebene sich nicht ermitteln lisst, werden wir sagen, dass der Punkt 
D in der Ebene ABC liegt, indem wir das Wort ,,Ebene“ nicht 
auf seine bisherige Bedeutung beschranken. Wir driicken von 
jetzt an mit den Worten ,,D liegt in der Ebene ABC“, 
wobei zunachst von den Punkten ALCD keine drei in gerader 
Linie vorausgesetzt werden, nichts weiter als die Higen- 
schaft aus, dass die Geraden BC und AD, mithin auch 
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CA und BD, AB und CD sich schneiden, wihrend wir die 
Benenuung ,,eigentliche Ebene“ tiberall anwenden werden, wo 
nach dem bisher festgehaltenen Sprachgebrauche von einer Ebene 
ohne Zusatz die Rede sein wiirde. Die Punkte ABC kénnen da- 
bei beliebig umgestellt werden, und es liegt zugleich A in der 
Ebene BCD u.s. w. 

Der Punkt H liegt in der Geraden BC, ohne mit B oder C 
zusammenzufallen; A legt ausserhalb BC. Ich erhalte einen ,,in 
der Ebene ABC gelegenen‘ Punkt D, indem ich in der Geraden 
AF einen Punkt beliebig annehme; nur A oder EF selbst darf ich 
nicht wihlen, so lange alle in der obigen Definition enthaltenen 
Bestimmungen aufrecht erhalten werden. Hs ist zweckmissig, diese 
Ausnahmestellung der Punkte A und H# in der Geraden AF zu 
beseitigen und auch die Punkte der Geraden BC, CA und AB 
(also insbesondere die Punkte A, B, C selbst) ,,Punkte der Ebene 
ABC“ za nennen, jedoch ohne an der Bestimmung, dass ABC 
nicht in gerader Linie liegen sollen, etwas zu andern. 

Sind ABC beliebige Punkte, aber nicht in einer Geraden, so 
kann man von einer Ebene ABC reden, d. h. man kann einen 
Punkt D so annehmen, dass er ,,in der Ebene ABC liegt, und 
zwar kann man dazu nicht bloss einen Punkt 
in der Geraden BC oder CA oder AB, son- 
dern stets auch einen Punkt ausserhalb dieser drei 
Geraden wiahlen, In der Geraden AB nenne 
ich Z#’ einen Punkt, dessen Verbindungslinie 
mit C durch D hindurchgeht; die Geraden AB 
und CF’ sind von einander verschieden, und 
jeder Punkt der Geraden C/’ liegt in der Ebene 
ABC. Daran andert sich aber nichts, wenn 
ich A und B durch zwei beliebige Punkte der 
Geraden AB ersetze. Ist also A’ irgend ein von J: verschiedener 
Punkt der Geraden AB, so liegt D auch in der Ebene A’ BC. 

Diese Bemerkung lasst sich aber verall- 

4 gemeinern, indem man nur zu fordern braucht, 

dass A’ in der Ebene“4 BC und ausserhalb 

NS der Geraden BC liegt. Die Geraden BC 
x und AA’ schneiden sich in einem Punkte G, 
\¢ welcher in B oder C fallen kann; er sei von 

B verschieden. Jeder Punkt der Ebene ABC 
dt liegt dann in der Kbene ALG, folglich in 
der Ebene A’ BG, mithin auch in der Kbene 
A’ BC. Da hiernach A selbst zur Hbene 
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A’ BO gehort, so liegt jeder Punkt der Ebene A’ BC auch in der 
Ebene ABC. Die Ebenen ABC und A BC sind identisch. 

Jetzt seien A’B’C" beliebige Punkte der Ebene ALC, aber 
nicht in einer Geraden. Dann ergiebt sich, wie beim Beweise des 
Lehrsatzes 3. in § 2, die Identitit der Ebenen ABC und A’B’C’. 
Die Ebene ABC ist also durch die Forderung, dass sie die drei 
nicht in gerader Linie gelegenen Punkte A’ B’C’ enthalten soll, vollig 
bestimmt. 

Alle auf die Ebenen beziiglichen, Definitionen und Bezeich- 
nungen werden beibehalten, abgesehen von den Ausnahmen, welche 
bereits bei den Begriffen ,,Punkt“ und ,,Gerade“ erwihnt werden 
mussten. Wir kénnen daher die Erweiterungen, welche jetzt in 
den Sitzen 1.—14. des vorigen Paragraphen eintreten (unter Wie- 
derholung der Sitze, deren Inhalt keine Aenderung erfahrt), folgen- 
dermassen aussprechen. 

1. Durch zwei Punkte kann man stets eine Gerade legen. 

2. Jede Gerade ist durch zwei beliebige von ihren Punkten 
bestimmt. ji 

3. Jede Gerade, welche einen eigentlichen Punkt enthilt, ist 
eine eigentliche Gerade. 

A, Durch drei Punkte kann man stets eine Ebene legen. 

5. Jede Ebene ist durch drei beliebige von ihren Punkten, 
welche nicht in gerader Linie legen, bestimmt. 

6. Jede Ebene, welche einen eigentlichen Punkt enthalt, ist 
eine eigentliche Kbene. 

7. Kine Gerade, welche mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, liegt. ganz in ihr. 

Denn sind A, B, C Punkte einer Ebene P, nicht in gerader 
Linie, also die bene ALC mit P identisch, so miissen alle Punkte 
der Geraden AL -,,Punkte der Ebene ABC“ genannt werden. 

8. Durch eine Gerade und einen Punkt kann man stets eine 
Ebene legen. 

9. Jede Ebene ist bestimmt, wenn man von ihr eine Gerade 
und einen Punkt ausserhalb der Geraden kennt. 

10. Durch zwei*Geraden, welche einen Punkt gemein haben, 
kann man immer eine Ebene legen. 

11. Jede Ebene ist durch irgend zwei von ihren Geraden be- 
stimmt. 

12. Zwei Geraden in einer Ebene haben stets einen Punkt 
gemein. 

Beweis: In der Ebene P mégen die Geraden e¢ und f liegen. 
Nimmt man zwei Punkte A und B in der Geraden e¢ beliebig, zwei 
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Punkte C und D in der Geraden f derart, dass CO nicht in e liegt, 
also A, B, C nicht in gerader Linie, dann ist die Ebene ABC 
mit P identisch, und D liegt in der Ebene ABC. Folglich haben 
die Geraden AB und CD einen Punkt’ gemein, — 

Was nun die Durchschneidung einer Geraden mit einer Ebene 
oder die Durchschneidung zweier Ebenen anbelangt, so wissen wir 
zunaichst nur, dass eine Gerade und eine eigentliche Ebene stets 
einen gemeinschaftlichen Punkt, zwei eigentliche Ebenen stets eine 
gemeinsclaftliche Gerade besitzen. Daraus kann ich aber jetzt 
folgern, dass auch eine eigentliche Ebene und eine beliebige Ebene 
allemal eine Gerade gemein haben. Nehme ich in der That den 
Punkt A in der beliebigen Ebene P, ausserhalb der eigentlichen 
Ebene Q, und ziehe in P durch A zwei Geraden, so treffen diese 
die eigentliche Ebene Q in zwei Punkten B und C, und die Ebenen 
P, @ haben die Gerade BC gemein. 

13. Hine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt 
gemein. 

Beweis: Die Gerade h sei nicht ganz in der Ebene P gelegen. 
Nimmt man den eigentlichen Punkt A ausserhalb von h, so ist 
h eine Gerade der eigentlichen Ebene hA. Die Ebenen P und hA 
haben eine Gerade k gemein, h und & schneiden sich in einem 
Punkte; dieser Punkt ist in h und P enthalten. 

14. Gwei Ebenen haben stets eine Gerade gemein. 

Beweis: In der Ebene P nehme ich den Punkt A ausserhalb 
der Ebene Q und ziehe durch ihn zwei Geraden in P. Von diesen 
wird Q in zwei Punkten B und C getroffen, und die Gerade BC 
lieet zugleich in P und Q. 

15. Drei Ebenen haben stets einen Punkt oder eine Gerade 
gemein. — 

So lange eine Ebene nicht als eigentliche erkannt ist, bleibt 
man darauf angewiesen, sie durch drei Punkte oder durch eine 
Gerade und einen Punkt oder durch zwei Geraden darzustellen. 
Dennoch brauéhen wir uns nicht hindern zu lassen, wenn eine 
beliebige Ebene vorkommt und die Betrachtung durch eine Figur 
erliiutert wird, jene Ebene in der Figur als eigentliche Kbene zu 
behandeln, wie dies bezitiglich der Punkte und Geraden geschah. 
Ist also-von vier Strahlen efgh die Rede, welche in einer beliebigen 
Ebene U verlaufen und sich in einem Punkte MM begegnen sollen, 
so trage ich kein Bedenken, ein solches Strahlenbiischel in einer 
eigentlichen Ebene und mit einem eigentlichen Scheitel zu ent- 
werfen und mich darauf zu beziehen. Wird in der Kbene U eine 
beliebige Gerade / (nicht durch JZ) angenommen, so gebe ich sie 
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in der Figur unbedenklich als eigentliche Gerade und die Punkte 
ABCD, in denen efgh von | getroffen werden, als eigentliche Punkte 
wieder. Die Punkte ABCD 
zerfallen derart in zwei Paare, 
dass die des einen Paares durch 
die des andern getrennt wer- 
den; es seien etwa AB durch 
CD getrennt. Nenne ich l’ 
eine andere Gerade der Hbene U 
(nicht durch MZ) und A’ B’C' D’ 
ihre Durchschnittspunkte mit 
efgh, so geht aus folgenden 
Ueberlegungen hervor, dass 
auch A’ J’ durch C’ D’ getrennt 
werden. Man wihle ausserhalb 
der Ebene U irgend einen eigentlichen Punkt N, von dem aus 
nach M die eigentliche Gerade G gezogen wird, und verbinde G 
mit den Geraden efgh durch die eigentlichen Ebenen PQRS. Da 
diese Ebenen von der eigentlichen Ebene /N in den Strahlen WN A, 
NB, NC, ND eines Biischels mit dem eigentlichen Scheitel NV 
getroffen, da ferner zufolge der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Definition die Strahlen NA und NB durch die Strahlen NC und 
ND getrennt werden, so ergiebt sich aus dem vorletzten Satze des 
§ 4, dass die Hbenen PQ durch RS getrennt sind. Da endlich 
die Kbenen PQ RS von der eigentlichen Ebene /’ N in den Strahlen 
NA’, NB, NC’, ND’ eines Biischels mit dem eigentlichen Scheitel 
N getroffen werden, so sind nach dem letzten Satze des § 4 die 
Strahlen NA’ und NB’ durch NC’ und ND’, folglich nach der 
eben angezogenen Definition auch die Punkte A’ B’ durch C’ D’ 
getrennt. 

Wie ich also in der Ebene U die Gerade J (nicht durch JZ) 
annehmen mag, immer tritt dieselbe Paarung der Strahlen efgh 
dadurch ein, dass die Punkte e/ und fl durch gl und hl getrennt 
werden. Sobald M ein eigentlicher Punkt, mithin U eine eigent- 
liche Ebene und efgh eigentliche Geraden sind, ergiebt sich die 
jener Paarung angemessene Benennung, wenn man auf die Punkte 
ABCD die mehrerwahnte Definition anwendet; dann zeigen sich 
nimlich ef als durch gh getrennt. In Uebereinstimmung mit der 
fiir den besondern Fall bereits in Gebrauch befindlichen Ausdrucks- 
weise werden wir in jedem Falle sagen, dass ef durch gh ge- 
trennt werden (oder dass g zwischen e und f liegt fiir den Grenz- 
strahl h), sobald unter Zuziehung einer beliebigen Geraden 7 in der 
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Ebene des Biischels (nicht durch dessen Scheitel) die Punkte el 
und fl durch gl und hl getrennt sind. Alle in § 3 fiir getrennte 
Strahlenpaare im einem Strahlendiischel aufgestellten Stitze gelten in 
vollem Umfange weiter. 

Hs eriibrigt noch, dieselbe Begriffserweiterung am Ebenen- 
biischel vorzunehmen. Durch eine beliebige Gerade G seien jetzt 
die beliebigen Ebenen PQRS gelegt. Werden von einer Ebene 
U (die G nicht enthalt) die Axe G dieses Ebenenbtischels im Punkte 
M, die Kbenen PQ RS in den Geraden efgh geschnitten, so bilden 
efgh ein Strahlenbiischel; es seien etwa ef durch gh getrennt. Von 
einer andern Ebene U’ (die G nicht enthilt) mégen G im Punkte 
M’ und PQRS in den Geraden e¢'f’g'h’ geschnitten werden; dann 
behaupte ich, dass auch ef durch gh’ getrennt sind. Es seien 
namlich zuerst die Punkte MZ und M’ von einander verschieden., 
Dann wird G von der Durchschnittslinie 1 der Ebenen U und U’ 
nicht getroffen, und die Durchschnittspunkte A BOD der Geraden 
1 mit den Ebenen PQRS sind von einander verschieden. Im 
Punkte A begegnen sich nun die Ebenen U, U’ und P, folglich 
auch die Strahlen e und e’, ebenso in B die Strahlen f und /’, in 
C die Straklen g und g’, in D die Strahlen h und h’. Aus der in 
Betreff der Strahlen efgh gemachten Voraussetzung folgt daher 
mit Riicksicht auf die soeben am Strahlenbiischel gegebenen Defi- 
nitionen, dass die Punkte AB durch CD, und daraus weiter, dass 
die Strahlen e’f’ durch g/h’ getrennt werden. Wenn aber die Punkte 
M und M’ zsammenfallen, so nimmt man eine Ebene U” zu 
Hiilfe, welche die Axe G in einem von M verschiedenen Punkte 
M” und die Ebenen PQRS in den Strahlen é’f"g’h” schneidet. 
Dann schliessen wir zuerst, dass e’f” durch gh’, und daraus wie- 
der, dass ¢f’ durch g/h’ getrennt werden. 

Ist G eine eigentliche Gerade, sind also PQES eigentliche 
Ebenen, so verlege man WM nach einem eigentlichen Punkte von G, 
so dass U eine eigentliche Ebene und efgh eigentliche Strahlen 
werden; man findet dann, dass die Kbenen PQ durch RS getrennt 
sind (vorletzter Satz in § 4). Wir wollen jedoch in allen Fallen 
sagen, dass PQ durch RS getrennt werden (oder f zwischen P 
und @ fiir die Grenzebene 8), sobald unter Zuziehung einer belie- 
bigen Ebene U (nicht durch die -Axe des Hbenenbtischels) die 
Strahlen PU und QU durch 'RU und SU getrennt werden. Auch 
jetet gelten alle Siitee weiter, welche in § 4 fiir getrennte Ebenen- 
paare in einem Biischel ausgesprochen worden sind. 

Die am Ebenenbiischel gegebene Definition lisst sich noch 
durch eine andere ersetzen. Man verstehe unter / eine beliebige 
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Gerade, welche die Axe nicht trifft, unter A BCD die Schnittpunkte 
von J mit den vier Ebenen und unter Df irgend einen Punkt der 
Axe. Sind nun die Punkte AB durch CD getrennt, so sind auch 
die Strahlen MA und MB durch MC und MD getrennt, und 
umgekehrt. Hs werden also die Kbenen PQ durch KS getrennt 
oder nicht, je nachdem unter Zuziehung einer die Axe nicht schnei- 
denden Geraden / die Punkte Pl und Q/ durch A] und SI getrennt 
werden oder nicht. 

Ueberhaupt seien ABCD vier beliebige Punkte einer Geraden, 
mit einem beliebigen Punkte ausserhalb dieser Geraden werden 
ABCD durch die Strahlen efgh verbunden; durch diese vier Strahlen, 
mithin zugleich durch jene vier Punkte, werden endlich die Ebenen 
PQRS eines Biischels gelegt. Wenn alsdann in einer der drei 
Figuren ABCD, efgh, PQRS die beiden ersten Elemente (Punkte, 
Strahlen, Ebenen) durch die beiden letzten getrennt werden, so 
findet in den beiden andern Figuren dasselbe statt. 
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Die bisherigen Ergebnisse sind ohne Ausnahme aus den in 
§ 1 und § 2 aufgestellten Grundsitzen hergeleitet worden; dabei 
wurden aber von § 3 an nicht mehr die Grundsitze selbst, sondern 
die aus ihnen gewonnenen Lehrsitze, also im Grunde die Sitze 4.—9. 
und 12. des § 1 und die Satze 2. 3. 4. 9. 10. des § 2 benutzt. Diese 
Lehrsatze bezogen sich auf eigentliche Punkte, eigentliche Geraden, 
eigentliche Kbenen. Nach der Hrweiterung, welche die Bedeutung 
der Worte ,,Punkt“, ,Gerade“ und ,,Ebene“ erfahren hat, ist ein 
Theil jener Sitze giiltig geblieben und konnte daher in die in § 8 
aufgestellte Uebersicht wieder aufgenommen werden; es traten sogar 
einige neue Satze hinzu, und eben in diesem Zuwachs ist der Werth 
der durchgefiihrten Begriffserweiteruangen zu erblicken. Zwei Ge- 
raden in einer Ebene haben jetzt immer einen Punkt gemein, ebenso 
eine Gerade und eine Kbene; zwei Ebenen haben immer eine Ge- 
rade, drei Hbenen einen Punkt gemein. Dadurch werden die Unter- 

scheidungen erspart, welche bei der Beschréankung auf eigentliche 
' Elemente nothwendig waren, 

Die Satze 4. 5. in § 1 und 2. 3. 4. 9. in § 2 liessen sich auf 
beliehige Elemente tibertragen, nicht aber die Satze 6. 7. 8. 9. 12. 
in § 1 und der Satz 10 in § 2. Indess ist der Begriff der getrenn- 
ten Punktepaare in einer Geraden auch fiir beliebige Punkte in 
einer beliebigen Geraden eingefiihrt worden und hat wieder zu den 
Satzen gefiihrt, welche in § 1 fiir solche Paare aufgestellt worden 
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waren (§ 7 extr.). Dieser Begriff gestattet, so lange man sich nur 
in einer Geraden bewegt, vollkommene Analogie zu den Beziehun- 
gen, welche fiir eigentliche Punkte in den Sitzen 6. 7. 8. 9. 12. 
des § 1 ausgesprochen sind: Um die Analogie deutlich hervor- 
treten zu lassen, sagen wir: ,,Der Punkt C liegt zwischen den 
Punkten A und B bei ausgeschlossenem Punkte D (fiir den Grenz- 
punkt D)“; wenn ABCD Punkte einer Geraden und AB durch 
CD getrennt sind. Es mégen vier Punkte ABCD in solcher Lage 
angenommen werden. Wenn sie simmtlich eigentliche Punkte sind, 
so liegt von den Punkten C, D der eine zwischen A und B, der 
andere aber nicht. Wenn ABC eigentliche Punkte sind und C 
zwischen A und B liegt, so ist D kein Punkt der Strecke AB. 
Wenn A und B eigentliche Punkte sind, D kein Punkt der Strecke 
AB, so ist C ein eigentlicher Punkt und liegt zwischen A und B; 
denn wenn man die Punkte ABCD mit einem eigentlichen Punkte 
M ausserhalb der Geraden AB verbindet, so werden die Strahlen 
MA, MB durch MC, MD getrennt, und es liegen die Schenkel 
MA und MB auf derselben Seite der Geraden MD, folglich ein 
Schenkel des Strahles JJC zwischen den Schenkeln MA und MB, 
d. h. MC trifft AB zwischen A und B. 

Werden also mit A, B, C, D Punkte einer Geraden und zwar 
mit A, B eigentliche Punkte bezeichnet, so werden AB durch CD 
getrennt, wenn von den Punkten C wnd D der eine ein eigentlicher 
Punkt zwischen A und B ist, der andere aber nicht, und um- 
gekehrt. 

Nur der Satz 10. in § 2 ist in keiner Weise auf beliebige 
Elemente tibertragen worden. Hs seien ABC eigentliche Punkte, 
nicht in gerader Linie; 
eine Gerade der Ebene 
ABC schneide die Ge- 
raden BC, CA, AB 
resp. in a, b,c. Jener 
Satz sagt dann aus, 
dass wenn a der Strecke 
“BC, aber b nicht der 
Strecke CA angehért, 
¢ sich innerhalb der 

acy Strecke AB befindet. 
Da aber in der Ebene ABC eine Gerade d, welche BC, CA, AB 
resp. in a’, b’, c’ schneidet, so angenommen werden kann, dass 
weder a’ in der Strecke BC noch b’ in der Strecke CA noch ¢ in 


der Strecke AB liegt, so kénnen wir unter Zuziehung einer solchen 
Pascu, Vorlesungen, 5 
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Geraden den Satz dahin formuliren, dass die Punkte AB durch ce’ 
getrennt werden, wenn BC durch aa@ und CA nicht durch 60 
getrennt werden. 

In der letzten Fassung gilt nun der Satz tiber die urspriing- 
lichen Grenzen hinaus und erlangt dadurch, sofern man in einer 
Ebene bleibt, die Bedeutung eines Analogon zu § 2 Satz 10. Es 
wird dies klar hervortreten, wenn wir folgende Ausdrucksweise 
einftihren. Sind «fyd Punkte einer Geraden, of durch yd ge- 
treunt, d eine andere Gerade durch 0, so wollen wir sagen: Der 
Punkt y liegt. zwischen a und # bei ausgeschlossener 
Geraden d oder fiir den Grenzstrahl d. 

Ist namlich in einer Hbene die ,,auszuschliessende Gerade“ 
gegeben, so wird durch sie in jeder andern Geraden der Ebene der 
,auszuschliessende Punkt“ bestimmt. Die Saitze b—f in § 1 
gelten jetzt fiir beliebige Punkte in einer beliebigen 
Geraden der Ebene (ausser d) auch dann, wenn der Punkt 
Ei durch die Gerade d ersetzt wird, und es tritt, wie bereits 
angedeutet, der Satz hinzu: 

1, Sind die Punkte ABC und der Strahl d in einer Ebene 
enthalten, welche durch die drei Punkte bestimmt wird, und 
werden die Verbindungslinien BC CA AB von einem andern 
Strahl resp. in abe so getroffen, dass fiir den Grenzstrahl d der 
Punkt a zwischen B und C liegt, aber 6b nicht zwischen C und 
A, so liegt ¢ zwischen A und B fiir den Grenzstrahl d. 

Mit diesem Satze steht ein auf das Strahlenbiindel beziiglicher 
in genauem Zusammenhange, namlich: 

2. Liegen die Strahlen HF'G in einem Biindel, aber nicht 
in einer Ebene, ist H eine Ebene durch den Scheitel des Biin- 
dels, und werden die Ebenen ’'G GH EF von einer andern, 
ebenfalls durch. den Scheitel gelegten Ebene resp. in den Strahlen 
efg so getroffen, dass fiir die Grenzebene H der Strahl e¢ zwi- 
schen /' und G hegt, aber f nicht zwischen G und E, so liegt 
g zwischen E und I fiir die Grenzebene H. 

Hier ist wieder eine neue Ausdrucksweise angewendet worden: 
wenn nimlich in einer Ebene «Byod Strahlen eines Biischels sind 
af durch yd getrennt, H eine zweite Ebene durch 0, so sage ich: 
der Strahl y liegt zwischen @ und 6 fiir die Grenzebene 
H. Die beiden Siitze werden im Zusammenhange bewiesen. Wenn 
die Geraden DC CA AB von d in den Punkten a’b’c’ und die 
Kbenen ’G GE EF von H in den Strahlen ¢’f’g’ geschnitten wer 
den, so wird das eine Mal vorausgesetzt, dass BC durch aa’ ge 
trennt werden, CA nicht durch 00’, und dann sollen AB durel 
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ce’ getrennt werden; das andere Mal wird vorausgesetzt, dass ’'G 
durch ee’ getrennt werden, GH nicht durch f/f’, und dann sollen 
EF durch gg’ getrennt werden. 

Der erste Satz ist bereits bewiesen fiir den Fall, wo ABC 
eigentliche Punkte sind und die Gerade d weder zwischen B und 
C noch zwischen CG und A noch zwischen A und B hindurchgeht. 
Um den zweiten Satz zunichst fiir Biindel mit eigentlichem Scheitel 
zu beweisen, nehme 
ich in den Strahlen 
HEG (also nicht in 
gerader lLinie) die 
eigentlichen Punkte 
ABC auf derselben 
Seite der Hbene H. 
Dann liegen die Punkte 
B und C auf dersel- 
ben Seite des Strahles 
; e, die Punkte C und 
A auf derselben Seite des Strahles f’, die Punkte A und B auf 
derselben Seite des Strahles g’. Werden nun die Geraden BC CA AB 
von efg in abe und von ¢’f’g in ab’eé getrofien, so liegen die 
Punkte abe in gerader Linie, ebenso die Punkte a’b’c’, aber a’ 
nicht in der Strecke BC, 0’ nicht in der Strecke CA, c nicht in 
der Strecke AB. Der Voraussetzung zufolee werden FG durch 
ee getrennt, aber GH nicht durch ff’, folglich auch BC durch 
aa, aber CA nicht durch 0b’. Daraus schliesst man endlich, dass 
AB durch cc’ getrennt werden, mithin auch HF durch gg’. 

Der erste Satz kann jetzt allgemein bewiesen werden. Zieht 
man nimlich von einem eigentlichen Punkte ausserhalb der Kbene 
ABC nach den Punkten ABC abca’'b'é die Strahlen EF'G efg ef’g, 
so liegen HE'G nicht in einem Biischel; dagegen liegen efg in 
einer Ebene, desgleichen ef’g’, F'Gee, GHff’, LF gg, 4. h. die 
Ebenen FG, GH, HEF werden von einer durch den Scheitel des 
Biindels HF’ gelegten Ebene in den Strahlen efg, von einer andern 
Ebene durch denselben Punkt in ¢f’g’ geschnitten. Da BC durch 
aa getrennt werden, aber CA nicht durch bb’, so werden I'G 
durch e¢- getrennt, aber GH nicht durch ff’. Folglich werden LI’ 
durch gg getrennt, also auch AB durch cc’. 

Um endlich den zweiten Satz allgemein zu beweisen, durch- 
schneide ich die Strahlen HF'G efg ef’g’ mit einer Ebene, welche 
den Scheitel des Biindels nicht enthilt, in den Punkten ABC abea'l'é. 


Die Punkte ABC liegen nicht in gerader Linie, wohl aber abe, 
Bk 
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abd, BCad, CAbv’, ABcc. Man schliesst zuerst, dass BC 
durch aa getrennt werden, aber CA nicht durch 00’; daraus weiter, 
dass AB durch cc getrennt werden, also HF durch gg’. 

Wir haben eine Gerade benutzt, um fiir jede geradlinige Punkt- 
reihe (ausserhalb dieser Geraden) in einer ‘Ebene den_ ,,auszu- 
schliessenden Punkt“ zu bestimmen. Wir haben eine Ebene benutzt, 
um fiir jedes Strahlenbiischel (ausserhalb dieser Ebene) in einem 
Strahlenbiindel den ,,auszuschliessenden Strahl‘ zu bestimmen. Man 
kann in gleicher Weise einen Punkt benutzen, um fiir jedes Strah- 
lenbiischel (dessen Scheitel nicht in diesen Punkt fallt) in einer 
Ebene den ,,auszuschliessenden Strahl‘‘ zu bestimmen. Wenn nim- 
lich a@Byod Strahlen eines Biischels sind, «6 durch yd getrennt, m 
ein Punkt von 0 (nicht der Scheitel), so sage ich: der Strahl y 
liegt zwischen @« und # fiir den Grenzpunkt m. Endlich 
wird eine Gerade benutzt, um fiir jedes Hbenenbiischel (dessen 
Axe nicht in diese Gerade fallt) in einem Ebenenbiindel die ,,auszu- 
schliessende Ebene zu bestimmen. Sind namlich a@Pyd Hbenen 
eines Biischels, «8 durch yd getrennt, s eine Gerade der Ebene 0 
(nicht die Axe), so sage ich: Die Ebene y liegt zwischen a@ 
und # fiir den Grenzstrahl s. 

Man darf jetzt in den Satzen des § 3 den Strahl & 
durch die Hbene H oder den Punkt m, in denen des § 4 
die Ebene JT durch die Gerade s ersetzen. 

Werden die obigen Definitionen angenommen, so bieten sich 
zwei weitere Siitze dar. 

3. Sind die Geraden JAK L und der Punkt m in einer Ebene 
enthalten, die drei Geraden nicht in einem Biischel, und werden 
die Punkte KL LJ JK mit einem andern Punkte derselben Ebene 
resp. durch die Strahlen ¢k/ so verbunden, dass fiir den Grenz- 
punkt m der Strahl ¢ zwischen K und L liegt, aber K nicht 
zwischen L und J, so hegt / zwischen J und K fiir den Grenz- 
punkt m. 

4, Liegen die Ebenen PQ in einem Biindel, aber nicht 
in einem Biischel, ist s ein Strahl durch den Scheitel des Biin- 
dels, und werden die Geraden QF RP PQ mit einer andern, 
ebenfalls durch den Scheitel gelegten Geraden resp. durch die 
Ebenen pqy so verbunden, dass fiir den Grenzstrahl s die Ebene 
p zwischen Q und fF liegt, aber q nicht zwischen R und P, so 
liegt r zwischen P und Q fiir den Grenzstrahl s. 

Auch diese beiden Siitze werden im Zusammenhange bewiesen. 
Bezeichnet man mit ABC die Punkte KL LJ JK und mit (kh 
die Strahlen Am Bm Cm, ferner mit HI’'G die StrahlenQR RP PQ 
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SOIT, 


und mit p qr’ die Ebenen Es F's Gs’, so wird im dritten Satze 
angenommen, dass KL durch ii’ getrennt werden, LJ nicht durch 
kk’, und behauptet, dass dann JK durch Jl’ getrennt werden; 
im vierten Satze wird angenommen, dass QR durch pp’ getrennt 
werden, RP nicht durch qq’, und behauptet, dass «PQ durch 77’ 
getrennt werden. 

Ich beweise zuniichst den dritten Satz fiir den Fall, wo ABC 
eigentliche Punkte sind und 7’ zwischen B und C, k’ zwischen C 
und A hindurchgeht. In diesem Falle ist m ein eigentlicher Punkt 
und liegt zwischen A 
und Jz’, B und Kk, 
Cund Ll’; wenn also 
K und & sich in & be- 
gegnen, so ist w ein 
Punkt der Strecke CA, 
und ¢ geht nicht zwi- 
schen B und & hin- 
durch; folglich geht 
auch J nicht zwischen 
Bund « hindurch, d. h. JK werden durch Jl’ getrennt. — Das 
Ergebniss benutze ich, um den vierten Satz ftir Hbenenbtindel mit 
eigentlichem Scheitel zu beweisen. Bei einem solchen Btindel wahle 
ich den eigentlichen Punkt C im Strahl G beliebig und die eigent- 
lichen Punkte A und BL resp. nm / und F' derart, dass die Hbene 
q zwischen C und A, die Ebene p’ zwischen B und C hindurch- 
geht; ABC liegen nicht in gerader Linie. Die Ebenen PQ par 
pdr mogen von der Ebene ABC in den Geraden JKL ikl vil 
getroffen werden; dann begegnen sich KLit’ in A, LJkk’ iw B, 
J Kil’ in C, und auch ikl, i’k'l’ liegen je in einem Strahlenbiischel; 
iiberdies werden KL durch iz’ getrennt, aber LJ nicht durch ki’; 
und endlich liegen B und C auf verschiedenen Seiten von 7’, C 
und A auf verschiedenen Seiten von k’. Nach dem Vorangeschick- 
ten werden auch JK durch Jl’ getrennt, mithin PQ durch rv’. 

Der allgemeine Beweis des dritten Satzes ergiebt sich nun, 
indem man die (jetzt beliebigen) Punkte ALC mit einem eigent- 
lichen Punkte ausserhalb der Ebene ABC durch Strahlen LEG 
und die Geraden JK L ikl i'l’ mit demselben Punkte durch Ebenen 
PQR par pdr verbindet, so dass die Kbenen Qipp’ durch EL, 
RPq¢ durch F, PQrr’ durch G gehen und auch pgr, p'q'r’ je in 
einem Ebenenbiischel liegen. Man findet dann, dass QR durch pp’ 
getrennt werden, aber RP nicht durch qq’; daraus folgt, dass PQ 
durch rr’, also JK durch Jl’ getrennt werden. — Endlich ergiebt 


Fig. 30. 
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sich der allgemeine Beweis des vierten Satzes, indem man aus den 
Ebenen PQR par pdr mit irgend einer Ebene, welche nicht 
durch den Scheitel des Ebenenbiindels geht, Strahlen JK L ikl vk’ 
herausschneidet. 

Wie der -erste und dritte Satz nur von ebenen Figuren (Plan- 
figuren), so handeln auch der zweite und vierte von Figuren einer 
besonderen Art, insofern nur Strahlen und Ebenen vorkommen, 
welche einen und denselben Punkt enthalten; solche Figuren, aus 
Strahlen, eines Strahlenbiindels und Ebenen eines Hbenenbiindels 
mit einerlei Scheitel (Mittelpunkt) zusammengesetzt, mogen cen- 
trische Figuren heissen*). Die Begriffsbildungen dieses Para- 
graphen sind noch nicht abgeschlossen, weil sie nur bei Planfiguren 
in einerlei Kbene oder bei centrischen Figuren mit einerlei Scheitel 
brauchbar sind. Es bedarf einer Bestimmung, nach welcher in 
allen Ebenen der Grenzstrahl, also in allen Geraden der _,,auszu- 
schliessende Punkt'‘ angegeben werden kann. Dies wird durch Ein- 
fiihrung irgend einer Ebene N geleistet; sind namlich «fy 0d Punkte 
einer Geraden ausserhalb der Kbene N, af durch yd getrennt, 0 
der Durchschnittspunkt der Geraden und der Ebene, so sage ich: 
,der Punkt y liegt zwischen w und # fiir die Grenzebene N*. 
Aehnliche Bestimmungen werden ftir die Strahlen- und Ebenen- 
biischel getroffen. Sind a#fyd Strahlen eines Biischels, af durch 
yO getrennt, m eine Gerade (nicht durch den Scheitel), 0 der sie 
schneidende Strahl des Biischels, so sage ich: ,,der Strahl y liegt 
zwischen @ und # fiir den Grenzstrahl n“. Sind aByd Ebenen 
eines Biischels, «6 durch yd getrennt, v ein Punkt ausserhalb der 
Axe, 0 die durch ihn gehende Ebene des Biischels, so sage ich: 
die Ebene y liegt zwischen @ und #6 fir den Grenzpunkt v“. 
Man darf jetzt in die Satze des § 1 fiir den Grenzpunkt 
Ei die Ebene N; in die des § 3 fiir den Grenzstrahl k die 
Gerade n, in die des § 4 fiir die Grenzebene 7 den Punkt 
vy einftithren und erhialt tiberdies folgende Fassungen der obigen 
vier Satze: 

a) Sind die Punkte ABC nicht in emer Geraden enthalten, und 
werden die Verbindungslinen BC CA AB von einer andern Ge- 
vaden resp. in abe so getroffen, dass fiir die Grenzebene N der Punkt 
a gwischen B und C leegt, aber b nicht zwischen C und A, so liegt 
c ewischen A und B fiir die Grenzebene N. 

b) Liegen die Strahlen EF'G in einem Biindel, aber nicht in 
einem Biischel, und werden die Ebenen FG GE EF von einer 


*) Staudt, Geometrie der Lage, Vorwort. 
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durch den Scheitel gelegten Ebene resp. in efg so getroffen, dass fiir 
den Grenestrahl n der Strahl e zwischen F' und G liegt, aber f nicht 
zwischen G und E, so liegt g zwischen E und F fiir den Grene- 
strahl n. 

c) Sind die Geraden JEL in einer Ebene enthalten, aber nicht 
im einem Biischel, und werden die Punkte KL LI JK mit einem 
Punkte derselben Ebene resp. durch ikl so verbunden, dass fiir den 
Grenzstrahl n der Strahl i zwischen K und L liegt, aber k nicht 
zwischen L und J, so legt | zwischen J wnd K fiir den Grenz- 
strahl n. 

d) Sind die Ebenen PQR nicht in einem Biischel enthalten, 
und werden die Strahlen QR RP PQ mit emer Geraden resp. durch 
par so verbunden, dass fiir den Grenzpunkt v die Ebene p zwischen 
Q und R legit, aber @ nicht zwischen R und P, so liegt r zwischen 
P und Q fiir den Grenzepunkt v. — 

Die Uebertragung der Siitze 6.—9. und 12. in § 1 und des 
Satzes 10. in § 2 auf beliebige Punkte, welche weder auf eine Ge- 
rade noch auf eine Ebene beschrankt sind, ist jetzt geleistet, so- 
weit sie moglich ist. Freilich nicht in der einfachen Weise, wie 
bei den andern I'undamentalsiitzen; denn an Stelle des auf eigent- 
liche Punkte beztiglichen Begriffes ,,zwischen“‘, welcher bei’ drei 
eigentlichen Punkten einer Geraden stets anwendbar war, musste 
ein auf beliebige Punkte beziiglicher Begriff gebildet werden, welcher 
bei drei Punkten einer Geraden nicht ohne Weiteres anwendbar 
ist, sondern die Festlegung einer Ebene N voraussetzt. Aus dem 
neuen Begriffe kann man weitere ableiten, welche gewissen im 
ersten, dritten und vierten Paragraphen abgeleiteten Begriffen ent- 
sprechen, aber, mit bestimmter Ausnahme, noch die Ebene N 
wesentlich enthalten. Die Ausnahme ist folgende: Wenn afyd 
Punkte einer Geraden sind, y zwischen «@ und £ fiir die Grenzebene 
N, 0 aber nicht, oder umgekehrt,» so ist diese Beziehung von der 
Ebene N unabhiangig, die Punkte af werden durch yd getrennt. 
Es wird also kein auf vier Punkte einer Geraden und eine Ebene 
beziiglicher Begriff erzeugt, ebenso MCE e ein dhnlicher Begriff im 
Strahlen- oder Ebenenbiischel, 

Das Streben, méglichst viele Figuren, welche Anhaltspunkte 
za gleichmissiger Behandlung darbieten, unter einen Gesichtspunkt 
zu bringen, hat die ,,eigentliche“ Bedeutung der elementaren geo- 
metrischen Benennungen immer mehr in den Hintergrund gedringt. 
Es ist nothig geworden, jene Benennungen durchweg in dem all- 
gemeinsten Sinne, der sich ihnen (bis jetzt) ertheilen liess, so lange 
anzuwenden, als nicht durch besondere Forderungen die Beschrin- 
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kung auf den ,,eigentlichen“ Sinn bedingt wird. Wenn demgemiss 
zu einer gegebenen Figur eine andere, mit jener in vorgeschrie- 
benem Zusammenhange stehende verlangt wird, so 'behandeln wir 
die Aufgabe in ihrem allgemeinen Sinne und suchen fiir die unbe- 
kanute Figur eine Construction, welche nach einheitlicher Vorschrift 
in allen méglichen Fillen angewendet werden kann. Erst im Re- 
sultate finden die etwa vorhandenen einschrinkenden Forderungen 
ihre Beriicksichtigung. 

Die Analysis verfihrt in gleicher Weise, wenn zu gegebenen 
Zahlen eine andere, mit jenen in vorgeschriebenem Zusammenhange 
stehende berechnet werden soll. Sie lehrt, wie saimmtliche unter 
den allgemeinsten Zahlenbegriff sich unterordnende Lésungen ge- 
funden werden, unbekiimmert um die Veranlassung des Problems, 
deren Natur hiufig eine specielle Zahlengattung bedingt. 


§ 10. Perspective Figuren. 


Im vorigen Paragraphen sind Planfiguren und centrische Figuren 
wiederholt zu einander in Beziehung gesetzt worden, um LHigen- 
schaften solcher Figuren zu beweisen. Mit einem Punkte ausser- 
halb ihrer Ebene wurden die Punkte einer Planfigur durch Strahlen, 
ihre Geraden durch Ebenen verbunden und so der Uebergang von 
einer Planfigur zu einer mit ihr eng zusammenhingenden centri- 
schen Figur bewerkstelligt. Mit einer Ebene, welche den Scheitel 
nicht enthilt, wurden die Strahlen einer centrischen Figur in Punk- 
ten, ihre Ebenen in Geraden durchschnitten und so der umgekehrte 
Uebergang vollzogen. Man nennt bei solcher Lage die beiden 
Figuren perspectiv, die Planfigur einen Schnitt der centrischen 
Figur. 

Hs seien ab.. die Punkte, «f.. die Geraden einer Planfigur, 
ab’.. die Strahlen, @’f’.. die Ebenen einer centrischen Figur, 
deren Scheitel nicht in der Ebene der Planfigur enthalten ist; die 
Anzahl der Punkte ab.. sei gleich der der Strahlen a‘b’.., die 
Anzahl der Geraden af .. gleich der der Kbenen af’ ..; der Punkt 
a sei in a, bin b’,.., die Gerade « in a, B in B, .. enthalten. 
Die Figuren ab..a68.. und a/b’... B’.. sind alsdann perspectiv 
und man nennt in ihnen aq’, bb’,.., ew, BB’, .. homologe Ele- 
mente; die Angabe der Elemente erfolgt allemal in solcher Reihen- 
folge, dass je zwei homologe Elemente die gleichen Plitze einneh- 
men. Von jedem Elemente der Planfigur kénnen wir sagen, dass 
es in dem homologen liegt; von jedem Elemente der centrischen 
Figur, dass es durch das homologe hindurchgeht, Um eine gleich- 
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missigere Ausdrucksweise zu erméglichen, wollen wir von einem 
Punkte und einer Geraden, wenn er Punkt zu der Geraden ge- 
hért, auch sagen: der Punkt liegt an der Geraden, die Gerade beet 
an. ie Bunkic: diese Pestestzune mag sich auch auf Punkt und 
Ebene, sowie auf Gerade und Ebene beziehen. Wir werden also 
sagen: Je zwei homologe Hlemente der beiden perspectiven Figuren 
liegen aneinander*). Und die charakteristische Eigenschaft der 
beiden Figuren kénnen wir jetzt so aussprechen: Liegen zwei Ele- 
mente der einen Figur anemander, so sind auch in der andern Figur 
die hemologen Elemente aneinander gelegen. 

Nimmt man in der Kbene der Planfigur einen beliebigen Punkt mm, 
so gehort er entweder zu der Planfigur oder kann zu ihr hinzugefiigt 
werden; jedenfalls wird er mit dem Scheitel der centrischen Figur 
durch einen bestimmten Strahl m’ verbunden, welcher bei der Be- 
trachtung solcher perspectiven Figuren der homologe Strahl zum 
Punkte m genannt wird. Ueberhaupt gehért zu jedem Element, um 
welches die eine Figur sich erweitern lisst, ein ,, homologes“‘ Ele- 
ment, um welches die andere sich erweitern lasst. So oft also Punkte 
der Planfigur in emer Geraden liegen, bilden die homologen Strahlen 
ein Biischel, und umgekehrt; und so oft Strahlen der Planfigur durch 
eimen Punkt gehen, gehen die homologen Ebenen durch eime Gerade, 
und umgekehrt. Daher entspricht dem Schnittpunkte zweier Geraden 
der Planfigur die Schnittlinie der homologen Ebenen, der Verbin- 
dungslinie zweier Punkte der Planfigur die Verbindungsebene der 
homologen Strahlen. 

Jedem Theile der Planfigur entspricht ein homologer Theil der 
perspectiven centrischen Figur; diese Theile sind wieder in per- 
spectiver. Lage. Beispielsweise entspricht einer geraden Punktreihe 
ein Strahlenbiischel, so dass perspective Figuren in einer Hbene 
entstehen; und wenn in einer dieser Figuren zwei Paare von Hle- 
menten durch einander getrennt werden, so findet zwischen den 
homologen Paaren die gleiche Beziehung statt, Hin Strahlenbtischel 
und eine gerade Punktreihe sind perspectiv, wenn die Punktreihe 
ein Schnitt des Strahlenbiischels ist. — Einem Strahlenbiischel als 
Planfigur entspricht ein Ebenenbiischel als perspective centrische 
Figur; das Strahlenbiischel ist ein Schnitt des Ebenenbiischels; der 
Scheitel des ersteren liegt in der Axe des letzteren und ist also 
der Scheitel einer centrischen Figur, welche sich aus dem Strahlen- 


*) Solche Elemente werden yon einigen Geometern incident genannt 
nach Grassmann; vgl, Sturm, Mathem, Ann. Bd. 12 8, 258, Schubert, 
ebendas. S. 181. 
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und dem Ebenenbiischel zusammensetzt. Getrennten Paaren des 
einen Biischels entsprechen wieder getrenute Paare im andern 
Biischel. — Man nennt endlich auch eine gerade Punktreihe und 
ein Ebenenbiischel perspectiv, wenn beide sich in perspectiver Lage 
mit einem Strahlenbiischel (also nicht bloss mit eimem) befinden. 
Auch hier sind je zwei homologe Elemente aneinander gelegen, die 
Punktreihe kann ein Schnitt des Ebenenbiischels genannt werden, 
und die getrennte Lage von Paaren der einen Figur tibertraigt sich 
allemal auf die homologen Elemente. 

Die gerade Punktreihe ist unter die ebenen Figuren, das Ebenen- 
biischel unter die centrischen, das Strahlenbtischel unter beide zu 
rechnen. Wir kénnen daher zusammenfassend den Satz aussprechen : 
So oft in einer Planfigur zwei Elementenpaare einander trennen, sind 
in jeder perspectiven centrischen Figur die homologen Paare durch 
cinander getrennt, wnd wmgekehrt*). — Eine gerade Punktreihe und 
ein perspectives Strahlenbiischel kénnen als Theile einer Planfigur 
erscheinen; dann sind in jeder perspectiven centrischen Figur die 
homologen Theile auch unter sich perspectiv. Hin Strahlenbtischel 
und ein perspectives Ebenenbiischel konnen als Theile einer centri- 
schen Figur erscheinen; in jeder perspectiven Planfigur sind als- 
dann die entsprechenden Theile ebenfalls unter sich perspectiv. 

Wir haben in diesem Paragraphen nirgends von eigentlichen 
Klementen (Punkten, Geraden, Ebenen) gesprochen und demnach 
auch keine geometrischen Begriffe angewendet, welche sich bloss 
auf eigentliche Elemente beziehen. Hs sind die Ausdriicke Punkt, 
Gerade und Ebene nur in ihrem allgemeinen Sinne, ausserdem der 
Begriff des Aneinanderliegens von zwei HKlementen und der Begriff 
der getrennten Lage von zwei Elementenpaaren vorgekommen (wenn 
man von den Begriffen absieht, welche aus jenen ohne Zuziehung 
anderer abgeleitet werden kénnen). Von diesen Begriffen sagt 
man, dass sie sich auf die Lage beziehen. Sie mussten zwar, 
den geometrischen Grundbegriffen gegentiber, als abgeleitete ein- 
geftihrt werden; aber wenn man aus ihnen ohne Zuziehung anderex 
geometrischer Begriffe weitere ableitet (von denen man ebenfalls 
sagen wird, dass sie sich auf die Lage beziehen), so kann man 
innerhalb der auf die Lage beziiglichen Begriffsgruppe jene den 
tibrigen als Stammbegriffe voranstellen. Diejenigen Lehrsiitze 
der Geometrie, welche keine anderen geometrischen Begriffe ent: 
halten, werden als ein besonderer Theil der Geometrie betrachtet 


*) Dabei ist der Fall zweier perspectiven Strahleubiischel mit inbegriffen 
welcher erst spaiter zur Sprache kommt. 
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welchen man die Geometrie der Lage nennt. Von den bis- 
herigen Sitzen gehéren in § 7 die vier letzten, in § 8 die Siitze 
1. 2. 4. 5. T—15, in § 9 alle Ergebnisse ausser dem ersten Satze 
(Seite 65), in § 10 alle Sitze zur Geometrie der Lage. Punkt, 
Gerade und Kbene (im allgemeinen Sinne), Aneinanderliegen von 
Klementen und Getrenntliegen von Paaren spielen in der Geometrie 
der Lage die Rolle von Stammbegriffen, auf welche alle anderen 
zurtickgefitihrt werden. 

Diejenigen Relationen zwischen den Elementen einer Figur, 
zu deren Angabe nur auf die Lage beziigliche Begriffe erfordert 
werden, bilden ikre auf die Lage beziiglichen Higenschaften und 
werden auch graphische (descriptive) Higenschaften der 
Figur genannt. Die Geometrie der Lage ist demnach die Lehre 
von den graphischen Higenschaften der Figuren; sie lehrt, aus gra- 
phischen Higenschaften einer Figur auf andere ebensolche Higen- 
schaften schliessen. Jeder Satz, bei dessen Beweise nur auf Lage 
beztigliche Satze und Begriffe in Anwendung kommen, kann wieder 
nur einen Zusammenhang zwischen graphischen Higenschaften be- 
haupten, z. B. jede Folgerung aus den soeben citirten Theoremen. 
Aber das Umgekehrte ist nicht richtig; die bisherigen Sitze, welche 
zur Geometrie der Lage gehéren, mussten grossentheils aus Sitzen 
anderer Natur hergeleitet werden, und diese Erscheinung wird sich 
spiterhin noch wiederholen. 

Auch die perspective Lage zweier Figuren ist eine graphische 
Higenschaft des Systemes. Hs werden daher alle bisherigen Be- 
merkungen iiber perspective Figuren durch den Satz umfasst: Wenn 
eine Planfigur sich in perspectwer Lage mit emer centrischen Figur 
befindet, so kommt jede graphische Exgenschaft von Elementen der 
einen Figur auch den homologen Bestandthelen der andern gu*). 
Und daraus folgt das wichtige Gesetz, welches die Lehre von den 
Planfiguren (Planimetrie) mit der Lehre von den centrischen Figuren, 
soweit es sich nur um Lage handelt, eng verkniipft: 

Jeder Satz, welcher von graphischen Kigenschaf- 
ten einer Planfigur handelt, kann auf centrische Fi- 
guren tibertragen werden, indem man die Punkte der 
Planfigur durch Strahlen, ihre Geraden durch Ebenen 
ersetzt. 


*) Manche graphische Higenschaften werden unter Zuziehung von Hiilfs- 
elementen definirt, z. B. die in § 11 zu besprechende harmonische Lage. Auf 
solche Eigenschaften kann der obige Satz (und die aus ihm gefolgerten Sitze) 
nur bezogen werden, insofern die Hiilfselemente an der Ebene der Planfigur, 
beziehungsweise am Scheitel der centrischen Figur liegen, 
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Kin solcher Satz naimlich lehrt, dass man, so oft in einer Plan- 
figur gewisse graphische Higenschaften vorausgesetzt werden, auf 
gewisse andere graphische Higenschaften zu schliessen berechtigt 
ist, und es handelt sich darum, das Entsprechende fiir die centri- 
schen Figuren zu beweisen. Man nimmt also eine centrische Figur 
mit den Higenschaften an, welche der Voraussetzung des plani- 
metrischen Satzes entsprechen, und geht zu irgend einer perspec- 
tiven Planfigur tiber. Dieser kommen die analogen Higenschaften 
za, folglich auch diejenigen, welche die Behauptung des plani- 
metrischen Satzes ausmachen, und die Higenschaften, welche den 
letzteren entsprechen, besitzt daher auch die centrische Figur. Mit 
gleichem Rechte werden planimetrische Sitze, welche 
graphische Higenschaften betreffen, aus den analogen 
Satzen tiber centrische Figuren ohne besonderen Beweis 
entnommen. — Hiermit ist das Gesetz ausgesprochen, nach wel- 
chem im vorigen Paragraphen die Siitze 1 und 2, 3 und 4 zu- 
sammengehoren. Wir kénnen noch hinzufiigen: Jede graphische 
Fngenschaft, welche man fiir eine gerade Punktrethe oder ein Strahlen- 
biischel oder ein Ebenenbiischel bewiesen hat, ist auch fiir die beiden 
anderen Gebilde giiltig. 

Ziehen wir jetzt zwei ebene Schnitte einer und derselben cen- 
trischen Figur in Betracht, also zwei mit einer centrischen perspec- 
tive Figuren in verschiedenen Ebenen (P und P’), welche auch 
unter sich perspectiv genannt werden. Je zwei Hlemente, Punkte 
oder Geraden, welche an demselben Elemente der centrischen Figui 
liegen, heissen homolog; je zwei homologe Geraden haben eine 
Ebene, mithin auch einen (in der Geraden PP’ gelegenen) Punk 
gemein. Die Gerade PP’ ist sich selbst homolog, ebenso ihre 
Punkte; man sagt von diesen Hlementen, sie seien den beiden Fi- 
guren entsprechend gemein. Die Verbindungslinien homologei 
Punkte, sowie die Verbindungsebenen homologer Geraden laufer 
durch einen Punkt O, das Centrum der Perspectivitit. Von der 
Elementen einer solchen Figur, etwa der in P gelegenen, sagt mar 
auch, sie seien aus dem Punkte O auf die andere Ebene P’ nacl 
den homologen projicirt. Man sagt also , dass aus dem Punkte C 
(dem Projectionscentrum) auf die Ebene P’ (die Projectionsebene 
der Punkt @ nach a’ (seiner Projection), die Gerade « nach « (ihre: 
Projection) projicirt werde, wenn die Ebene P’ von dem (proji 
cirenden) Strahl Oa in a’, von der (projicirenden) Ebene O« in @ 
geschnitten wird. Jede Gerade hat mit ihrer Projection einen Punk 
gemein. Die Verbindungslinie zweier Punkte wird nach der de 
entsprechenden Punkte, der Durchschnittspunkt zweier Geraden nacl 
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dem der entsprechenden Geraden projicirt. Von zwei perspectiven 
Planfiguren in verschiedenen EHbenen ist hiernach jede eine Pro- 
jection der anderen; die projicirenden Strahlen und Ebenen bilden 
eine zu beiden perspective centrische Figur (die projicirende Figur). 
Jeder Strahl der einen Planfigur wird von der Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen in demselben Punkte getroffen, wie seine Projection. 

Perspective Figuren in verschiedenen Ebenen haben alle graphi- 
schen Engenschaften gemein, weil diese durch die projicirende Figur 
von der einen Planfigur auf die andere iibertragen werden; mit 
anderen Worten: Die graphischen LHigenschaften einer Planfigur 
werden durch Projection auf eine andere Ebene nicht gedndert. 

Die gerade Punktreihe ist eine specielle ebene Figur, welche 
mit jeder perspectiven Planfigur in einer Ebene enthalten ist. Je 
zwel perspective gerade Punktreihen setzen gerade Linien (Trager) 
in eimer Hbene voraus und haben den Durchschnittspunkt ihrer 
Traiger entsprechend gemein. Perspective Punktreihen (in verschie- 
denen. Geraden) sind Schnitte eines bestimmten Strahlenbiischels, 
also einem Strahlenbiischel perspectiv. Innerhalb einer Ebene wird 
der Punkt a aus O auf eine Gerade nach a projicirt, wenn diese 
dem Strahle Oa in a begegnet; jede gerade Punktreihe wird nach 
einer perspectiven Punktreihe projicirt. Die Verbindungslinien homo- 
loger Punkte zweier perspectiven Punktreihen laufen im Projections- 
centrum zusammen. 

Das Strahlenbiischel ist ebenfalls eine specielle ebene Figur; 
bei seiner Projection auf eine andere Ebene sind jedoch zwei Fille 
zu unterscheiden. Entweder ist der Scheitel in der Projections- 
ebene gelegen, mithin sich selbst homolog; dann entstehen per- 
spective Strahlenbiischel in verschiedenen Ebenen, aber mit gleichem 
Scheitel, welche also zusammen in einer centrischen Figur vor- 
kommen kénnen; solche Strahlenbiischel haben die Durchschnitts- 
linie ihrer Ebenen entsprechend gemein. Oder der Scheitel ist von 
seiner Projection verschieden, so dass perspective Strahlenbiischel 
in verschiedenen Ebenen und mit verschiedenen Scheiteln entstehen; 
dann bilden die Durchschnittspunkte homologer Strahlen eine ge- 
rade Punktreihe (den perspectiven Durchschnitt der Biischel), 
namlich auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen; die Biischel 
sind demnach einer und derselben geraden Punktreihe perspectiv. 
In beiden Fallen aber haben wir es mit Schnitten eines Kbenen- 
biischels, sei es durch denselben Punkt der Axe oder durch ver- 
schiedene Punkte, zu thun (projicirendes Kbenenbiischel). 

Den perspectiven Planfiguren stehen perspective centrische Fi- 
guren gegeniiber. Je zwei centrische Figuren mit verschiedenen 
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Scheiteln O und O’, welche einen ebenen Schnitt gemein haben, 
also zu einer Planfigur perspectiv liegen, heissen perspectiv. Je 
zwei Strahlen beider Figuren, welche an demselben Punkte der 
Planfigur liegen, und je zwei Hbenen, welche an derselben Geraden 
der Planfigur liegen, heissen homolog; je zwei homologe Strahlen 
haben einen Punkt, mithin auch eine durch den Strahl OO’ gehende 
Ebene gemein, Der Strahl OO" und jede Ebene durch OO’, also 
alle gemeinschaftlichen Elemente der beiden centrischen Figuren, 
sind entsprechend gemein. Der Ebene zweier Strahlen der einen 
Figur entspricht die Ebene der homologen Strahlen, der Durch- 
schnittslinie zweier Ebenen entspricht die der homologen EHbenen. 
Die Schnittpunkte homologer Strahlen und die Schnittlinien homo- 
loger Ebenen bilden eine zu beiden perspective Planfigur (den per- 
spectiven Durchschnitt jener beiden Figuren). Perspective cen- 
trische Eiguren mit verschiedenen Scheiteln haben alle graphischen 
Eigenschaften gemem. 


Als besondere Fille sind Strahlen- und Hbenenbiischel* anzu- 
fitihren. Zwei Strahlenbiischel mit verschiedenen Scheiteln O und 
O’ sind als centrische Figuren perspectiv, wenn sie einen perspec- 
tiven Durchschnitt besitzen, d.h. wenn die homologen Strahlen sich 
schneiden und die Schnittpunkte (in einer nicht durch O oder O’ 
gehenden Kbene, mithin) in einer Geraden liegen. Hine Gattung 
solcher Bitischel ist uns bereits begegnet, namlich perspective 
Strahlenbtischel mit verschiedenen Scheiteln und in verschie- 
denen Hbenen; diese enthalten keinen sich selbst entsprechen- 
den Strahl; die Ebenen homologer Strahlen bilden ein Ebenen- 
biischel. Als eine neue Gattung treten perspective Strahlenbtischel 
mit verschiedenen Scheiteln, aber in einerlei Ebene hinzu; solche 
kénnen als Theile einer Planfigur vorkommen; der Strahl OO’ ent- 
spricht sich selbst, ein perspectives Ebenenbiischel ist nicht vor- 
handen. Es giebt demnach drei Arten perspectiver Strahlenbtischel. 


Zwei perspective Hbenenbtischel setzen Axen, welche einander 
begegnen, voraus und bilden also zusammen eine centrische Figur. 
Die Ebene der Axen ist entsprechend gemein. Der perspective 
Durchschnitt ist ein Strahlenbiischel, in dessen Scheitel beide Axen 
sich durchschneiden. Perspective Ebenenbiischel sind also zu einem 
Strahlenbtischel perspectiv. ; 


Ausgehend von perspectiven Planfiguren, gelangt man zu einer 
grossen Anzahl von Theoremen iiber Planfiguren in einer oder in 
verschiedenen Kbenen. Wir beschriinken uns darauf, die fundamen- 
talsten dieser Sitze hier zu entwickeln. Es stehen ihnen ihnliche 
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Satze tiber centrische Figuren gegentiber, welche leicht nachzubilden 
sind und nicht besonders aufgefiihrt werden sollen. 

Mit abe, a b’e moégen zwei Dreiecke, also Planfiguren bezeich- 
net werden; weder abe noch a’b'c sollen in gerader Linie liegen; 
die Punkte abe bestimmen eine Hbene P, a’b’c eine Ebene P’. 

Sobald die Strahlen aa, bb’, 


- O , ec in einem Punkte O sich 

Ni schneiden, heissen die Drei- 

ee ecke perspectiv, gleichviel 

Pl Aes as ob die Ebenen P und P’ ver- 
es, Gas : We schieden sind oder nicht. Die 
7 WA: Gegenseiten homologer Ecken 

a sind alsdann homolog; je zwei 

/ A homologe Seiten  schneiden 

; ! sich; dass die drei Schnitt- 

ree: punkte in einer Geraden lie- 


gen, folgt bei verschiedenen 
Ebenen P und P’ daraus, dass sie in zwei Kbenen liegen, und wird 
sich fiir den andern Fall bald ergeben. Umgekehrt: Wenn die 
Ebenen P und P’ verschieden sind und die Seitenpaare be Ob'¢, 
caca,abab' je in einem Punkte (also auf einer Geraden) sich 
treffen, so sind die Dreiecke abc, ab'c’ perspectiv. Denn die Strah- 
len aa, bb’, ce liegen dann paarweise in einer Ebene, ohne einer 
elnzigen Kbene anzugehéren, und laufen folglich in einem Punkte O 
zusammen, Ueberhaupt wenn drei oder mehr Geraden paarweise in 
einer Ebene liegen, aber nicht alle in einer Ebene, so gehen sie 
durch einen Punkt; oder: Wenn drei oder mehr Geraden paarweise 
sich schneiden, so bilden sie entweder eine Planfigur oder eine cen- 
trische Figur. Beides tritt gleichzeitig ein, wenn sie in einem 
Strahlenbiischel liegen. 

Perspective Dreiecke in einer Ebene kommen durch Projection 
eines Dreiecks aus verschiedenen Punkten zu Stande.' Wird in der 
That das Dreieck ALC (welches die Ebene Q bestimmen mag) auf 
eine andere Ebene P aus dem Punkte S nach abc, aus S’ nach 
ab’c projicirt, so sind die Dreiecke abc, abc perspectiv. Denn 
der Durchschnittspunkt O der Ebene P mit der Geraden SS’ liegt 
in der Geraden aa (nimlich Oa@ in den Hbenen P und ASS’), 
zugleich in den Geraden 60’ und cc’. Umgekehrt: Liegen die Drei- 
ecke abe und a’b’c in einer Ebene P perspectiv, so sind sie Pro- 

‘jectionen eines Dreiecks einer anderen Ebene. Denn zieht man 
ausserhalb der Ebene P durch den Punkt O, in welchem die Strah- 
len aa’, bv’, cc sich treffen, eine Gerade und nimmt in ihr die 
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Punkte S und 8S’ beliebig (von O verschieden), so sind die Punkte 
S’ und a in der Ebene aOS enthalten; folglich schneiden sich die 
Strahlen Sa und 8’a’ in einem Punkte A; die Strahlen Sb, S’b’ 
ergeben in gleicher Weise einen Durchschnittspunkt Bb und Sc, 
S’c einen Durchschnittspunkt C. Durch die Punkte A, B, C wird 
eine von P yerschiedene Ebene Q bestimmt, und es wird abe aus 
S,ab'¢ aus S’ auf @ nach ABC projicirt. . 

Sobald die Dreiecke abc und abc perspectiv sind, schnerden 
sich die homologen Seiten auf ciner Geraden, gleichviel ob die Drei- 
ecke in einer Ebene legen oder nicht. Der Beweis braucht nur noch 
fiir zwei Dreiecke in einer Ebene geftihrt zu werden. Solche Drei- 
ecke sind Projectionen eines Dreiecks AGC einer andern Kbene. 
Die Schnittlinie beider Ebenen wird von der Geraden BC in dem- 
selben Punkte getroffen, wie von den Projectionen be und 0’¢, 
etwa in f; ebenso begegnen sich auf jener Schnittlinie CA, ca, 
ca etwa in g und AB, ab, ab’ etwa inh; es schneiden sich also 
be Uc, ca da, ab av in drei Punkten fgh einer geraden Linie. 
Umgekehrt: Wenn im einer bene oder in verschiedenen Ebenen 
Dreiecke abc und a'b'c' so legen, dass die Seiten bc b'c, ca ca, ab 
ab’ sich in Punkten fgh einer Geraden schneiden, so sind die Drei- 
ecke perspectiv. Auch dies braucht nur noch ftir Dreiecke in einer 
Kbene bewiesen zu werden. Durch die Gerade fg lege man eine 
andere Kbene und projicire auf sie das Dreieck abe nach ABC, 
so dass die Seite BC durch f, CA durch g, AB durch h hindurch- 
geht; dann schneiden sich BC und b’¢ in f, CA und ca’ in g, 
AB und av’ in h, folglich sind ABC und a'‘b'c’ perspective Drei- 
ecke in verschiedenen Hbenen, abe und a’b’c¢ Projectionen von 
ABC. (Hin anderer Beweis, welcher fiir beide Falle den Satz ein- 
fach auf den vorigen zuriickfiihrt, hat den Vorzug, fiir den Fall 
zweier Dreiecke in einer Ebene sich ganz innerhalb dieser Hbene 
zu bewegen. Hr beruht auf dem Umstande, dass im Punkte h die 
Strahlen ab a’b’ gf zusammentreffen, mithin perspective Dreiecke 
aag und bb’f entstehen; die Seiten dieser Dreiecke a’g b'f, ga fb, 
aa bb’ schneiden sich auf einer Geraden in drei Punkten ¢cO, d. h. 
aw bb’ ce haben den Punkt O gemein.) 

Bei Planfiguren, welche aus mehr als drei Punkten bestehen, 
macht es hinsichtlich der Perspectivitét einen wesentlichen Unter- 
schied, ob sie in verschiedenen Ebenen liegen oder nicht. Wir 
wollen vier Punkte abcd in einer Ebene betrachten; diese werden 
zu je zweien durch sechs Gerade verbunden, und die Figur, welche 
aus den Punkten abed und den sechs Verbindungslinien besteht, wird 
ein ebenes vollsténdiges Viereck genannt. Zum vollstindigen 
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Viereck abcd gehéren vier Eckena bc d und sechs Seiten be ca 
ab ad bd cd; be und ad, ca und bd, ab und cd heissen Gegen- 
seiten. In derselben oder in einer anderen Ebene sei das voll- 
stindige Viereck a’b’c'd’ so gelegen, dass die Strahlen aa’ bb’ c¢ 
dd’ in einem Punkte O sich treffen; tiberdies sollen in keinem der 
beiden Vierecke drei Eckey sich a einer Geraden befinden. Jene 
Voraussetzung kann auch dahin formulirt werden, dass die Dreiecke 
abe und a/b'c, abd wnd a’b'd’ perspectiv sein sollen; durch den 
Punkt O, in welchém aa und 00’ sich schneiden, laufen dann auch 
ec¢ und dd’, und es sind auch die Dreiecke bed und D'é'd, acd 
und a'c'd’ perspectiv. Hs ist hiermit eine Zuordnung der Ecken und 
folglich der Seiten beider Vierecke gegeben, derart, dass je zwei 
zugeordnete Seiten sich schneiden. Es moégen sich 
beve imfjca ca ing, ab av inh, 
ad ad’ in f,, bd bd’ ing,, ed cd in h, 

begegnen; die Punkte ff, gg, hh, liegen je auf zwei Gegenseiten 
des Vierecks abcd oder a’b’ cd’; durch f,9;h,, f,gh, fo,h, fg, gehen 
je drei Seiten aus einer Ecke. Wenn die Vierecke in verschiedenen 
Ebenen liegen, so sind die Punkte f/,gg,hh, (welche nicht ver- 
schieden zu sein brauchen) in einer Geraden enthalten. Dies ist 
aber nicht nothwendig, wenn die Kbenen beider Figuren zusammen- 
fallen; wir kénnen dann bloss behaupten, dass die Punktgruppen 
foh, fork, fig, frg,h je m einer Geraden liegen, dass also 
ffi gg, hh, die Gegeneckenpaare eines vollstindigen Vierseits 
sind, dessen eine Seite durch fgh hindurchgeht. Hin vollstiindiges 
(ebenes) Vierseit ist die aus vier Geraden einer Hbene (den Seiten) 
und ihren sechs Durchschnittspunkten (den Eecken) zusammen- 
gesetzte Figur. 

Die obige Voraussetzung ist schon erfiillt, wenn sowohl fgh 
als f,9,h, in Geraden liegen; es werden also, wenn dies stattfindet, 
auch fg,h, und f,gh, gerade Punktreihen sein. Fiigt man aber 
noch die Voraussetzung hinzu, dass die durch fgh und f,9,h gehen- 
den Geraden zusammenfallen, so werden alle sechs Punkte ff, gg, hh, 
auch dann in einer Geraden vereinigt, wenn beide Vierecke zu einer 
Ebene gehéren, d. h.: Wenn die vollstdndigen Vierecke abcd und 
abcd (keine drei Ecken eines Vierecks sollen in gerader Linie 
liegen) in derselben oder in verschiedenen Ebenen so legen, dass die 
Seiten be W'c, ca dad, aba, ad ad, bd bid sich in Punkten 
fohfig, emer Geraden schneiden, so treffen die Seiten cd ¢d im 
einem Punkte h, derselben Geraden zusammen. Dabei ist nicht aus- 
geschlossen, dass f mit f, oder g mit g, oder h mit h, zusammenfallt. 

Wenn in einer Geraden Punkte ff, gg,h (f darf ae fi, g mit 
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g, zusammenfallen) gegeben sind, so kann man vollstindige Vier- 
ecke so construiren, dass fiinf Seiten durch die gegebenen Punkte 
gehen und zwar zwei Ge- 
genseiten durch f und f,, 
zwei andere durch g und 
,, und dass die durch fgh 
laufenden Seiten nicht aus 
einer Hecke kommen; die 
sechste “Seite trifft die ge- 
gebene Gerade allemal in 
einem bestimmten - Punkte 
h,. In jeder Geraden wird 
also durch fiinf Punkte ff, 
gg, h ein sechster Punkt h, 
durch folgende Construction 
unabhingig von den_ be- 
nutzten Hiilfslinien  be- 
stimmt. Durch fgh ziehe 
man drei Geraden, welche 
sich in abc so treffen, dass 
be durch f, ca durch g, 
ab durch h hindurchgeht; 
die Geraden af, und bg, 
schneiden sich alsdann in 
einem Punkte d, und die 
gegebene Gerade wird von 
Fig. 32. ed in h, getroffen. Hierbei 
darf man die Paare f/f, und 
gg, untereinander, jedoch der Herleitung gemiiss f mit f, nur dann 
vertauschen, wenn man gleichzeitig g mit g, vertauscht. That- 
siichlich ist diese Bedingung iiberfltissig (§ 16), und man darf, ohne 
h, zu verindern, das Viereck so einrichten, dass die durch fgh 
gehenden Seiten aus einer Hcke kommen; aber es ist unméglich, mit 
den bis jetzt eingeftihriten Hiilfsmitteln den Beweis zu erbringen. 
Besondere Wichtigkeit besitzt die Figur, in welcher f mit f,, 
g mit g, zusammenfallt; es schneiden sich dann in f zwei Gegen- 
seiten bc und ad, in g zwei andere Gegenseiten ca und bd, und 
von den beiden tibrigen Seiten ab und cd geht die eine durch h, 
die andere durch h,. Sind in einer Geraden drei verschiedene Punkte 
fgh gegeben, so kann man vollstiindige Vierecke so construiren, 
dass zwei Gegenseiten sich in /, zwei andere in g durchkreuzen 
und eine fiinfte Seite durch h hindurchgeht; die gegebene Gerade 
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wird alsdann von der sechsten Seite in einem bestimmten, von h 
verschiedenen Punkte h, getroffen, Es liefert demnach folgende 
Construction ein von den 
benutzten Hiilfslinien un- 
abhingiges Resultat (h,). 
Durch fgh ziehe man drei 
Geraden, welche sich in 
abe so treffen, dass bc durch 
f, ca durch g, ab durch h 
geht, und bestimme den 
Schnittpunkt d der Geraden 
af und bg, sodann den 
Schnittpunkt h, der Gera- 
den cd mit der gegebenen 
Geraden. Man darf hierbei f mit g vertauschen. Durch die Punkte 
fgh, wird h in derselben Weise bestimmt, wie h, durch fgh. 


§ 11. Harmonische Gebilde. 


Wenn zwei (gerade) Punktreihen auf verschiedenen Tragern 
aus gleichviel Elementen bestehen, und es soll gepriift werden, ob 
sie sich als perspective Gebilde auffassen lassen, so besteht das 
erste Erforderniss darin, dass. die Traiger in einer Ebene enthalten 
sein und also in einem Punkte k sich schneiden miissen. Ist dies 
der Fall, und wahlt man in der einen Geraden zwei Punkte fg, in 
der anderen cd beliebig (von é verschieden), so ist sowohl zwischen 
fg und cd als auch zwischen gf und cd Perspectivitét vorhanden; 
denn die Strahlen cf und dg schneiden sich in einem Punkte }, 
die Strahlen cg und df in einem Punkte a, und es werden cd aus 
b nach fg, aus a nach gf projicirt. Wahlt man aber in einer Ge- 
raden drei Punkte fgh, in eimer andern Geraden, welche jener in 
k (von fgh verschieden) begegnet, drei Punkte cde beliebig (von k 
verschieden), so ist es durchaus nicht nothwendig, dass fgh und 
cde in irgend einer Anordnung perspectiv sind. Vielmehr miissen, 
wenn fgh und cde in dieser Reihenfolge perspectiv, also b das Cen- 
trum der Perspectivitét sein soll, beh in einer Geraden liegen; 
sollen gfh und cde perspectiv sein, so miissen aeh in einer Ge- 
raden liegen, u. s. w. Wenn zu f und g die Punkte ¢ und d als 
homologe Punkte gegeben werden, so ist zu jedem Punkte h der 
fg der homologe Punkt e in ed bestimmt: 

Es seien fgh und cde perspective Punktreihen, b das ententn 
der Perspectivitit, der Punkt k entsprechend gemein, dann ist es 

6* 
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nicht nothwendig, dass fgh und cde noch in einer andern Anord- 
nung perspectiv sind. Soll es méglich sein, ede auch nach gfh zu 
projiciren, so miissen die 

a Strahlen cg, df, eh in 

einem Punkte a _ sich 
treffen , d. h. es sind als- 
dann abed die HKecken 
d | eines vollstindigen Vier- 
K ecks, in “welchem zwei 
Soe Gegenseiten sich in /, 

Se 


zwei andere in g durch- 


Ake TS kreuzen, wahrend von 
NS eee den beiden iibrigen (in e 
le hy Ss sich schneidenden) die 

SD V \ TSS G 3 
p r ce g fk eine durch h, die andere 
Fig, 34. durch & hindurchgeht. Ks 


: existiren also, wenn fgh 
in einer Geraden gegeben sind, gerade Punktreihen, welche mit 
fgh und gfh zugleich perspectiv liegen; um eine solche Punktreihe 
cde za erhalten, construirt man irgend ein Dreieck abc, dessen 
Seiten bc, ca, ab resp. durch f, g, h gehen, ferner den Durch- 
schnittspunkt d der Strahlen af und bg, endlich den Durchschnitts- 
punkt e der Strahlen ab und ed. Die Trager aller Punktreihen, 
welche sich sowohl zu fgh als auch zu gfh in perspectiver Lage 
befinden, ohne h zu enthalten, schneiden den Trager der gegebenen 
Punktreihe in einem festen Punkte & (§ 10 extr.). Umgekehrt: 
Geht der Traiger einer zu fgh perspectiven Punktreihe cde durch k, 
so sind auch gfh und cde perspectiv. Schneiden sich namlich ef; 
dg und eh in b, df und eg ina, so ist abed ein vollstandiges 
Viereck, von welchem zwei Gegenseiten durch f, zwei andere durch 
g und eine fiinfte Seite durch & liuft. Da nun h durch die Punkte 
fgk in derselben Weise bestimmt wird, wie / durch fgh, so liuft 
die sechste Seite ab durch h, folglich bh (d. i. eh) durch a, so dass 
cg, df und eh in a zusammentreffen. 

Damit eine Projection der geraden Punktrethe fgh, ohne h zu 
enthalten, zuglecch eine Projection von gfh sei, ist es nothwendig und 
hinreichend, dass der Trdger der Projection mit dem Tréger der ge- 
gebenen Punktreche in einem durch die letatere bestimmten Strahlen- 
biindel k lege. Wenn an einem Dreieck abe die Seiten bc, ca, ab 
resp. durch /, g, h gehen, so treffen sich die Strahlen af, bg, chi 
in einem Punkte d. 

Wenn die Punkte cd aus b nach fg, aus a nach gf projicirt 
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werden, so giebt es in der Geraden fg zwei Punkte hk, welche aus 
a und b sich nach denselben Punkten der Geraden cd _projiciren, 
und keinen weiteren; von den Punkten hi; ist der eine h von seiner 
Projection ¢ verschieden, hingegen der andere & seine eigene Pro- 
jection. Durch die Punkte fgh oder gfh (andere Permutationen 
sind nicht gestattet) ist also / derart bestimmt worden, dass eine 
Punktreihe cdek als Projection von fghk und von gfhk, erscheint. 
Nun besteht aber zwischen den Punkten fgkh genau derselbe Zu- 
sammenhang, wie zwischen den Punkten fghk, und es wird also 
bei jeder Punktreihe, welche, ohne & zu enthalten, nach fgk und 
nach gfk projicirt werden kann, h sich als seine eigene Projection 
ergeben. So ist in der That die Punktreihe abeh mit fgkh und 
zugleich mit gfkh perspectiv, die Projectionscentren sind resp. d 
und ¢. Von dem Paare fg (oder gf) ist demnach das Paar hk 
(oder kh) durch die forderung abhingig, dass es méglich sein soll, 
fohk und gfhk nach einer und derselben Punktrethe aByd zu pro- 
jiciren, wobei nothwendigerweise entweder / mit 0 oder h mit y 
zusammenfallt, aber der Schein vermieden wird, als miisse gerade 
% nach sich selbst projicirt werden. Hilt man fg fest, so ordnen 
sich die tibrigen Punkte der Geraden fg zu Paaren hk, derart, dass 
aus einem Punkte des Paares der andere sich bestimmt. Die Punkte 
fg werden allemal durch hk getrennt. Denn es werden entweder 
gh durch fk oder hf durch gk oder fg durch hk getrennt, und 
zwar schliesst jede dieser Lagen die beiden anderen aus; waren 
nun gh durch fk getrennt, so tibertriige sich dies wegen der Per- 
spectivitét auf die Paare By und ad und von da wieder auf die 
Paare fh und gk; ebenso wiirde die getrennte Lage von hf und gh 
noch die von gh und fk bedingen. Man sagt in Riicksicht auf die 
getrennte Lage der Paare fg und hk, dass fg durch hk harmo- 
nisch getrenut werden. Aber es werden auch hk durch fg har- 
monisch getrennt. Denn am Dreieck cbe gehen die Seiten be, ec, 
eb resp. durch h, kh, f, wahrend die Strahlen ch, bk, eg in einem 
Punkte / sich treffen; es sind nimlich die Dreiecke cbg und hke 
perspectiv, weil bg ke, ge eh, cb hk sich in drei Punkten daf 
einer Geraden schneiden. Dagegen werden gh durch fk, hf durch 
gk nicht harmomsch getrennt u. s. w. 

Man nennt die Punkte fghk harmonische Punkte (eine 
harmonische Punktreihe, ein harmonisches Gebilde in einer Ge- 
-raden), fund g conjugirt, ebenso / und k; zwei conjugirte Punkte 
bilden ein Paar. Man darf die beiden Paare mit einander vertau- 
schen, ebenso in jedem Paare die beiden conjugirten Hlemente. 
Wenn also von den acht Anordnungen 
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fohk  gfhk — fgkh = ogfkh 

hkfg hkgf  khfg khof 
eine harmonisch ist, so sind es auch die iibrigen; aber keine andere 
Anordnung derselben vier Punkte ist alsdann harmonisch. Zu drei 
beliebigen Punkten fgh in einer Geraden kann ein und nur ein 
vierter Punkt / derselben Geraden so construirt werden, dass fghk 
harmonisch sind; man nennt / den vierten harmonischen Punkt zu 
den gegebenen Punkten fyh (oder gfh), welche so angeordnet wer- 
den, dass zuerst zwei conjugirte stehen und zuletzt derjenige, dessen 
conjugirter fehlt. Um zu fyh den vierten harmonischen Punkt k 
zu construiren, zieht man durch h eine beliebige Gerade und nimmt 
in ihr zwei beliebige Punkte ab; diese werden aus einem Punkte d 
nach fg, aus einem Punkte ¢ nach gf projicirt; der Strahl ed be- 
stimmt in fg den Punkt hk. Die Geraden cf fa ac bd sind die Seiten 
eines vollstiindigen Vierseits, an welchem acf drei Ecken sind, 
deren Gegenecken bdg von den Seiten des Dreiecks acf aus der 
Geraden bd ausgeschnitten werden. Die Geraden ab cd fg, welche 
je zwei Gegenecken verbinden, heissen die Diagonalen oder 
Nebenseiten des vollstiindigen Vierseits. Jn der Diagonale fg 
liegen zwet Gegenecken des vollstindigen Vierseits, f wnd g, ausser- 
dem zwei Durchschnittspunkte mit den beiden naenae Diesen h 
und k; solche vier Punkte sind allemal harmonisch. 

Om zu erkennen, ob das gerade Gebilde fghk harmonisch ist, 
wird ein mcpacntes gerades Gebilde aByd zu Hilfe genommen, 
in welchem « mit f zusammenfallt oder 6 mit g u.s.w. Hs mag 
0 mit & zusammenfallen; alsdann miissen, wenn fghk harmonische 
- Punkte sind, auch die Gebilde gfhk und wBy0d sich in perspectiver 
Lage befinden. Daraus wird zunachst die harmonische Lage auch 
der Punkte «yd erkannt. Um dies auf beliebige perspective Punkt- 
reihen fghk und f’g'l’k’, von denen die erstere harmonisch ist, zu 
iibertragen, braucht nur noch der Fall gepriift zu werden, wo weder 
f in f fallt, noch g’ in gu.s. w. Die Punkte h’ und & sind alsdann 
vo einander verschieden, und die Gerade h'k wird von den in einem 
Punkte zusammenstossenden Strahlen ff’ gg hh’ kk’ in «Byd so 
geschnitten, dass y mit f’, 0 mit & identisch ist; es werden «Byd 
harmonisch, folglich auch f’g/h'l’ 

Ist von zwei perspectiven geraden Punktreihen die eine harmo- 
nisch, so ist es auch die andere. Oder: Jede Projection einer hayr- 
monischen Punktreihe ist wieder harmonisch. 

Wenn in einer Planfigur eine Punktreihe harmonisch ist, so 
hat man darin eine graphische Higenschaft der Planfigur zu er- 
blicken. Bei der Definition harmonischer Punkte werden freilich 
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diese Punkte nicht unter sich allein durch graphische Begriffe in 
Beziehung gesetzt, sondern es mtissen noch andere Elemente zu 
Htilfe genommen werden, und es brauchen die zur Priifung der 
Punktreihe zugezogenen fremden Elemente nicht in der Ebene 
jener Planfigur zu liegen. Aber die bei der Wahl dieser Elemente 
gestattete Willktir lasst sich benutzen, um die Priifung der Punkt- 
reihe in irgend einer sie verbindenden Ebene, also insbesondere in 
der Ebene der betrachteten Planfigur zu bewirken. Gehen wir daher 
zu einer perspectiven centrischen Figur tiber, so dass der Punkt- 
reihe ein Strahlenbiischel entspricht, so wird die an der Punktreihe 
bemerkte Higenschaft nach dem in § 10 ausgesprochenen Gesetz 
auf das Strahlenbiischel tibertragen, und es wird angemessen sein, 
fiir die centrische Figur analoge Definitionen zu geben. 

Demgemiss nennt man vier Strahlen fghk in einem Biischel 
harmonisch, ein harmonisches Strahlenbiischel, wenn ein 
concentrisches Strahlenbiischel «6 y0 existirt, welches zu fghk per- 
spectiv ist und zugleich entweder zu gfhk oder zu fgkh. Die 
Strahlen f und g heissen conjugirt, ebenso h und k; zwei conjugirte 
Strahlen bilden ein Paar; die beiden Paare liegen getrennt. Die 
Satze tiber harmonische Punkte diirfen wir ohne Wei- 
teres auf harmonische Strahlen tibertragen. Man darf 
also in jedem harmonischen Strahlenbiischel fghk die beiden Paare 
mit einander vertauschen, ebenso in jedem Paare die conjugirten 
Klemente, aber jede andere Vertauschung hebt die harmonische 
Lage auf. Sind die Strahlen wfy0 eines Biischels zu den Strahlen 
fghk eines concentrischen Biischels und zu gfhk perspectiv, so fallt 
entweder y in h oder 0 in k. Werder vier harmonische Strahlen 
fghk nach den mit ihnen concentrischen Strahlen efyk projicirt, 
so sind auch gfhk und afyk perspectiv. Ist von zwei perspectiven 
concentrischen Strahlenbiischeln das eine harmonisch, so ist es auch 
das andere. U. s. w. 

Wenn ein Strahlenbiischel und eine gerade Punktreihe sich in .- 
perspectiver Lage befinden, so kann man jenes als eine centrische 
Figur, diese in einer den Scheitel des Biischels ausschliessenden 
Ebene als perspective Planfigur betrachten. Die Priifung, ob ein 
Strahlenbiischel harmonisch ist, bewegt sich innerhalb einer centri- 
schen Figur, zu welcher das Strahlenbiischel gehért; die Priifung, 
ob eine Punktreihe harmonisch ist, kann man in jeder ihrer Kbenen 
vollziehen. Die harmonische Lage ist demnach eine Eigenschaft, 
welche sich im Falle der Perspectivitit vom Strahlenbiischel auf die 
Punktreihe und umgekehrt iibertragt. Befindet sich eim Strahlen- 
biischel mit einer Punktrethe in perspectiver Lage und ist das eme 
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Gebilde harmonisch, so ist es auch das andere. Jeder Schnitt eines 
harmonischen Strahlenbiischels ist harmonisch; jedes Strahlenbiischel, 
welches eine harmonische Punktreihe projicirt, ist harmonisch. 

Hieraus folet, dass wenn zwei Strahlenbiischel mit einer und 
derselben Punktreihe perspectiv liegen und das eine harmonisch ist, 
auch das andere diese Higenschaft besitzt. Wir konnen also jetzt 
fiir alle Gattungen perspectiver Strahlenbtischel den Satz ausspre- 
chen: Ist von zwei perspectiven Strahlenbiischeln das eine harmonisch, 
so ist es auch das andere. Jede Projection eines harmonischen 
Strahlenbtischels ist demnach wieder harmonisch. Ist von einem 
Ebenenbiischel irgend ein Schnitt (Punktreihe oder Strahlenbiischel) 
harmonisch, so ist es jeder. 


Ueberhaupt: Wenn von zwei perspectiven ebenen Gebilden das 
eine harmonisch ist, so ist es auch das andere. 


Wenn in einer Planfigur ein Strahlenbiischel harmonisch ist, 
so kann man diese Higenschaft nach der oben gegebenen Definition 
nicht darstellen, ohne aus der Ebene der Planfigur herauszutreten. 
Zu einer anderen Definition, welche keine Elemente ausserhalb der 
Ebene des Biischels henutzt, gelangt man folgendermassen. Von 
einem harmonischen Strahlenbtischel sei @ der Scheitel, fghk ein 
Schnitt, also eine harmonische Punktreihe. Im Strahl] ah nehme 
ich den Punkt b beliebig; ab mégen nach fg aus d, nach gf aus 
c¢ projicirt werden. Wegen des Zusammenhanges zwischen dem voll- 
stiindigen Viereck abcd und den Punkten fgh geht die Seite cd 
durch &; der Schnittpunkt der Seiten ab und cd mag mit ¢ bezeich- 
net werden. Bezeichnet man, wie tiblich, Strahlen eines Biischels, 
wenn etwa a der Scheitel ist und die Strahlen resp. durch fgh... 
hindurchgehen, kurz mit a(fgh...), so sind a(fghk) und b(fghk) 
perspectiv, ebenso a(cdek) und b(cdek), d.i. a(gfhk) und b(fghk). 
Umgekehrt: Liegen in einer Ebene zwei perspective Strahlenbiischel 
a(fghk) und b(fghk), und sind auch a(gfhk) und b(fghk) per- 
spectiv, so sind a(fghk) harmonisch. Denn wenn die Strahlen ag 
und bf in ¢, af und bg in d sich treffen, go liegt der perspective 
- Durchschnitt der Biischel a(gfhk) und b(fghk) auf der Geraden 
ed, auf welcher mithin ah und bh, ak und bk sich begegnen 
miissen. Von den Strahlen ah und ak ist sicher einer von ab ver- 
schieden, etwa ak, also ak von bk verschieden, /& in cd, aber -h 
nicht in cd, mithin abh in einer Geraden, fghk harmonisch, ebenso 
die Strahlen a(fghk). 


Kin harmonisches Strahlenbtischel fghk kénnen wir demnack 
auch als ein solches definiren, welches zu einem in derselben Ebene 


§ 11. Harmonische Gebilde. 89 


enthaltenen Strahlenbiischel @fy0 perspectiv ist und ausserdem ent- 
weder zu Bayd oder zu «Body. 

Wenn die Strahlen fg eines Biischels mit den Strahlen wf eines 
andern Bitischels perspectiv liegen und zugleich mit Ba, so schnei- 
den sich fgaB zu je zweien und liegen demnach entweder in einem 
Biindel oder in einer Ebene. Ich kann also die obigen Erklirungen 
in die folgende zusammenfassen: Ein Strahlenbtischel fghk wird 
Pebrianieets genannt, wenn es zu einem andern Strahlenbiischel « Byd 
perspectiv liegt und und zugleich zu Boyd oder zu apBdy. 

Sind die Sirallenbtisehel fghk und gfhk mit dem Strahlen- 
biischel «By0d perspectiv, so fallt entweder mit y zusammen oder 
k mit 0. Sind die Strahlenbiischel fg und gfh mit «By perspectiv, 
h ven y verschieden, so haben sie einen Strahl & gemein, und es 
sind fghk harmonisch. Sind die Strahlen fyhk harmonisch und 
mit den Strahlen w@Byk perspectiv, so sind auch fghk und Bavk 
perspectiv. 

Wir gehen jetzt zum Ebenenbiischel tiber. Vier Ebenen fghk 
in einem Biischel werden harmonisch genannt, wenn sie zu einem 
Ebenenbiischel «60 perspectiv liegen und ausserdem entweder zu 
Bayo oder zu aBdy. Da perspective Ebenenbiischel eine centrische « 
Figur bilden, so ergiebt sich die Moglichkeit des harmonischen 
Ebenenbiischels aus der des harmonischen Strahlenbiischels, wie 
jeder graphische Satz tiber centrische Figuren aus dem entsprechen- 
den iiber Planfiguren. Es sei O der Scheitel des HEbenenbiindels © 
fghkapyod, O, ein beliebiger anderer Punkt in der Axe des Biischels 
fohk, fof Wk & By’ 0 der Schnitt jenes Biindels mit einer die Punkte 
O und O, ausschliessenden Ebene, und aus QO, seien an die Strah- 
len o B’y' 0’ die Ebenen «,6,7,0, gelegt. Dann sind f’g'l’k’ und 
a B'y' 0’ zwei Strahlenbiischel, @,6,7,0, ein Ebenenbiischel; f’ gh’ k’ 
liegen zu a By 0’ perspectiv und ausserdem entweder zu f'a'y'd’ 
oder zu « B'0'y’; folglich liegen fghk zu a,B,y,0, perspectiv und 
zugleich zu B, 7,0, oder zu ae 0,y,- Die Higenschaft des Ebenen- 
biischels fghk, dass es harmonisch ist, kann hiernach dargestellt 
werden unter Zuziehung von Kbenen, welche durch einen beliebigen 
Punkt der Axe gehen. 

In dem harmonischen Ebenenbiischel fghk heissen f und g 
conjugirt, ebenso i und k; es werden fg durch hk getrennt, u. s. w. 
Man kann harmonische Ebenen als diejenigen deanirens welche in 
harmonischen Strahlen geschnitten werden. 

Befinden sich zwei Ebenenbiischel in perspectiver Lage und ist 
das eine harmonisch, so ist es auch das andere; denn der perspec- 
tive Durchschnitt ist dann zu beiden harmonisch, Befindet sich 
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endlich eine Punktreihe mit einem Ebenenbiischel in perspectiver 
Lage und ist das eine Gebilde harmonisch, so ist es auch das 
andere. 

Diese Bemerkungen und die dazu gehdrigen friiheren lassen 
sich jetzt zu einem Satze vereinigen: Wenn von zwei perspectiven 
Gebilden das eine harmonisch ist, so ist es auch das andere. Aber 
die Aufstellung eines Satzes, welcher bei aller Kiirze des Ausdrucks 
so viele einzelne und verschiedenartige Erscheinungen umfasst, setzt 
beziiglich der Begriffsbildung die entsprechende Zweckmissigkeit 
und Allgemeinheit voraus. Es wire schwerlich gelungen, diese 
Kigenschaften bei den Begriffen der Perspectivitét und der harmo- 
nischen Lage zu erzielen, wenn man sich auf diejenige Termino- 
logie beschrankt hiitte, bei welcher zweien Geraden in einer Ebene 
nicht nothwendig ein Durchschnittspunkt, zweien Ebenen nicht noth- 
wendig eine Durchschnittslinie zukommt, — 

Zu spiiterer Anwendung werden hier noch folgende Satze ab- 
geleitet. 

Wenn die Punkte fg sowohl durch hk als durch wv harmonisch 
getrennt werden, so kann man von den Punkten fgku durch wieder- 
holte Projection zw den Punkten fghv gelangen. Beweis: Man kann 

ein vollstiindiges Viereck abca 
a derart construiren, dass ac 
und be inf, bd und ac in 
g sich schneiden, ab durck 
h, ed durch k hindurchgeht 
Wird bv von df in a, ga 
von bf in ¢ getroffen, s« 
geht dé durch u. Also wer 
den fgku aus d auf bc nacl 
fbcc’, diese aus g auf ac 
nach fdaa’, diese aus b au 
fg nach fghv projicirt. 
Sind dennach fghk une 
fguv harmonische Gebilde 
fk durch gu getrennt, so sin 
fh durch gv getrennt. 

Sind fghk und fguv harmonische Gebilde, so werden hk durei 
uv nicht getrennt. Beweis: Da fg durch wv getrennt werden, s 
werden fy auch durch eines der Paare ku oder kv getrennt, etw: 
durch kv; es sind dann fg durch kw nicht getrennt, sondern etw 
fk durch gu. Also sind nach dem vorigen Satze gv auch dure 
fh getrennt, aber nicht durch fu, folglich gv durch hu. Hiernac 
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hat man wv (duro fg getrennt, aber nicht durch hg, folglich wv 
durch fh, ferner fk durch gu getrennt, aber nicht durch gh, folg- 
lich fk durch hus endlich hw durch fi getrennt, aber nicht durch 
fv, folglich hu fneels kv, hk nicht durch wv. 

Hs seien abe drei Punkte, welche nicht in gerader Linie liegen, 
ABC ihre Verbindungslinien be ca ab, e ein Punkt der Ebene 

abe ausserhalb der Geraden ABC, 
endlich EL eine Gerade der Ebene 
abe ausserhalb der Biischel abe. 
Die Strahlen A, B,C geben resp. 
mit den Strahlen ae, be, ce drei 
G Durchschnittspunkte ¢,, e,, é,3 die 
Punkte a, b, ¢ geben resp. mit 
den Punkten AH, BH, CE drei 
Verbindungslinien ,, E,, E,. 

\ Da die Dreiecke abc und ¢,¢,¢, 

\ perspectiv werden, so schneiden 

sich die Strahlen A und ee, 

FAS B und ee,, C und ee, in drei 

® Punkten ¢,, &, € auf einer Ge- 
Fig, 36. raden; diese Gerade heisst die 
Polare (auch Harmonikale) 
des Punktes e fiir das Dreiseit ABC oder fiir das Dreieck 
abe. Da die Punktreihen bce,¢,, cae,é,, abe,e, harmonisch sind, 
so geht die Polare von e fiir ABC durch die vierten harmonschen 
Punkte zw bee, cae,, abe,. Hbenso liegen die Dreiseite ABC 
und L,H,i, perspectiv, die Verbindungslinien der Punkte a und 
HL, E,, bund E,E,, ¢ und £, E, laufen durch einen Punkt, welcher 
als der Pol der Geraden # fiir das Dreieck abe oder fiir 
das Dreiseit ABC bezeichnet wird; durch den Pol von E fiir 
abe gehen die vierten harmonischen Strahlen zu BCEH,, CAL,, 
ABE,. Werden die Punkte abc mit resp. ¢,¢,¢, durch die Strahlen 
EE” E” verbunden, so ist, da die Punkte cbe,e, harmonisch 
liegen, ae der vierte harmonische Strahl zu BCE’, ebenso be zu 
CAE", ce zu ABE”, also e der Pol der Goaden 6S), 00:. Walder 
Punkt e ist allemal der Pol seiner Polare. Hbenso ist die Gerade 
FE allemal- die Polare thres Poles. 

Es seien ABC drei Ebenen, welche nicht in einem Biischel 
liegen, abc ihre Durchschnittslinien BC CA AB, E eine Ebene 
des Biindels ALC ausserhalb der Biischel abc, endlich e eine 
Gerade des Biindels A BC ausserhalb der Ebenen ABC. Die Strah- 
len a, 6, ¢ geben resp. mit den Strahlen AH, BE, CE drei Kbe- 


, 
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nen F,, E,, E,; die Ebenen A, B, C geben resp. mit den Ebenen 
ae, be, ce drei Durchschnittslinien ¢,, e,, ¢;. Dann gehen die Ver- 
bindungsebenen der Strahlen a@ und F,L,, b und EF, H,, ¢ und 
E,E, durch eine Gerade, welche die Polare (Harmonikale) 
der Ebene H ftir das Strahlentripel abe oder ftir das Ebe- 
nentripel ABC genannt wird, und die Durchschnittslinien der 
Ebenen A und e,e,, B und e,¢e,, C und ee, fallen in eine Ebene, 
welche die Polare (Harmonikalebene) des Strahles e fiir 
das Ebenentripel ABC oder fiir das Strahlentripel abc 
heisst. Die Polare von E fiir abe liegt in den vierten harmonischen 
Ebenen zu BCE,, CAE,, ABE,; die Polare von e fiir ABC ent-, 
halt die vierten harmonischen Strahlen zu bcee,, cae,, abe,;. Die 
Ebene E ist die Polarebene ihres Polarstrahles; der Strahl e ast 
der Polarstrahl seiner Polarebene. 

Endlich seien abcd vier Punkte, welche nicht in einer Ebene 
liegen, ABCD ihre Verbindungsebenen bed cda dab abc, e ein 
Punkt ausserhalb der Ebenen ABCD, E eine Ebene ausserhalb 
der Biindel abcd. Die Ebenen A, B, C, D geben resp. mit den 
Strahlen ae, be, ce, de vier Durchschnittspunkte e,, €,, 3, €,3 die 
Punkte a, b, c, d geben resp. mit den Strahlen AH, BH, CL, DE 
vier Verbindungsebenen £,, H,, L,, E,. Wenn die Ebene abe 
die Gerade cd im Punkte ¢,,, die Ebene ace die Gerade bd im 
Punkte ¢,, u. si w. schneidet, so treffen sich die Strahlen ¢,,¢,,, 
€54€31, 34,9 mM €, folglich die Strahlen e,,¢,, (in der Hberie bed) 
und @3¢,, (in der Ebene acd) auf der Geraden cd in einem Punkte 
2, die Strahlen ¢,,¢,, und ¢,¢,, auf der Geraden bd in einem 
Punkte ¢,, u.s.w.; in der Ebene A werden die Punkte «&, &3 &, 
durch die Polare von e, fiir bcd verbunden, in der Ebene B die 
Punkte €,, €, €,, durch die Polare von e, fiir cda u.s. w. Folg- 
lich Hegen die Punkte &,5&5 44855 4€3, auf einer Ebene, welche 
die Polare (Harmonikalebene) des Punktes e fiir das 
EKbenenquadrupel ABCD oder fiir das Punktquadrupel 
abcd genanunt wird. Die Polarebene von e fiir ABCD enthdlt die 
Polargeraden von e,, €,, ey, &, resp. fiir bed, cda, dab, abc. Ebenso 
gehen die Polarstrahlen von E,, L,, E,, LH, resp. fir BCD, CDA, 
DAB, ABC durch einen Punkt, welcher der Pol der Ebene ZL 
fiir das Punktquadrupel abcd oder fiir das Ebenenqua- 
drupel ABCD heisst. Fiir bed ist e, der Pol der Geraden ¢,, é5, 
folglich ist ae fiir BCD der Polarstrahl der Ebene aé,,¢,;, ebenso 
be fiir CDA der Polarstrahl der Ebene be,  u.s. w., d. h. der 
Punkt e ast der Pol seiner Polarebene. Ebenso ist die Ebene E die 
Polare thres Poles. 
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Hs ist jetzt an der Zeit, auf die zwischen graphischen Sitzen 
bestehenden Zusammenhiinge niiher einzugehen, welche zuerst in 
§ 9 wahrgenommen werden konnten. Die eine Art der Zusammen- 
gehorigkeit wurde in § 10 begriindet und in § 11 bereits benuizt; 
sie gestattete uns, die Siitze tiber centrische Figuren aus den planime- 
trischen herzustellen und zwar derart, dass sich die Punkte in Ge- 
raden, die Geraden in Ebenen verwandeln. Die Sitze 1. 2. in § 9 
‘eimerseits und 3. 4. in § 9 andererseits boten die ersten Beispiele 
einer solchen Uebertragung. Ks findet aber noch eine wesentlich 
andere Zusammengehorigkeit statt, welche sich tiberdies nicht bloss 
auf jene speciellen Figuren beschrinkt. Man braucht nur den 
Satzen 1, 2, a, b in § 9 die Satze 4, 3, d, c in § 9 gegentiberzu- 
stellen, um wahrzunehmen, wie die erste Gruppe durch eine sehr 
emfache Aenderung in die zweite iibergeht, nimlich indem man die 
Elemente ,Punkt“ und ,Hbene“ durchweg mit einander vertauscht. 

Diese Wahrnehmung erstreckt sich auf den gesammten Inhalt 
der Geometrie der Lage; man darf — wie sich zeigen wird — in 
jedem graphischen Satze die Worte ,Punkt* und , Hbene“ mit ein- 
ander vertauschen, vorausgesetzt, dass man auch die dadurch be- 
dingten weiteren Vertauschungen vornimmt. Fitihrt man diese Ver- 
tauschungen an irgend einem graphischen Satze aus, so erhalt man 
einen (im Allgemeinen) andern Satz, der ebenfalls richtig ist; wen- 
det man sie aber auf den zweiten Satz an, so wird man zum ersten 
zurtickgefiihrt. Man sagt deshalb, es finde in der Geometrie der 
Lage eine Reciprocitat oder Dualitat statt zwischen den Punk- 
ten und Ebenen, und stellt jedem graphischen Begriffe einen reci- 
proken oder dualen Begriff gegeniiber. Dabei ist jeder Begriff 
der reciproke seines reciproken. ,Punkt“ und ,, bene“, ,,gerade 
Punktreihe* (Punkte an einer Geraden) und ,,Kbenenbtischel* (Kbe- 
nen an einer Geraden), ,,Punkte an einer HKbene“ und_,,Kbenen 
eines Biindels*, ,Strahlen eines Biindels“ und ,Strahlen an einer 
Ebene“, ,, Verbindungslinie zweier Punkte“ und _,,Durchschnittslinie 
zweier Kbenen“, ,,centrische Figur“ und , Planfigur“ sind reciproke 
Begriffe. Die ,Gerade“, das ,Aneinanderliegen“, die ,getrennte' 
Lage“ von Elementenpaaren, das ,,Strahlenbtischel* (Strahlen, welche 
an einer Ebene und an einem Punkte liegen) sind sich selbst reci- 
prok, d. h. sie werden von jener Vertauschung nicht betroffen. 
Jeder Figur entspricht eine reciproke. Besteht zwischen zwei Figuren 
Perspectivitit, wie wir sie in § 10 beschrieben haben, so folgt aus 
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den dort gegebenen Erklirungen, dass allemal auch die reciproken 
Figuren perspectiv sind. Wir werden in Folge dessen, wenn wir die 
in § 11 aufgestellten Definitionen priifen, harmonische Punkte und 
harmonische Ebenen fiir reciproke Gebilde und harmonische Strahlen 
fiir ein sich selbst reciprokes Gebilde erklaren. Oder wir sagen 
einfach: die Begriffe ,,perspectiv“ und , harmonisch“ sind sich selbst 
reciprok. 


Werden nun in einem graphischen Satze alle geometrischen 
Begriffe durch die reciproken ersetzt, so entsteht der reciproke 
oder duale Satz. Jeder Satz ist der reciproke seines reciproken. 
Manche Siatze sind sich selbst reciprok, z. B. der Satz: ,,Ist von 
zwei perspectiven Strahlenbiischeln das eine harmonisch, so ist es 
auch das andere“. 


Die Kenntniss der Dualitiit in der Geometrie der Lage ist des- 
halb von grossem Nutzen, weil sie die Berechtigung gewahrt, nach 
jedem fiir richtig erkannten Theoreme, welches nicht sich selbst reci- 
prok ist, sofort ein anderes Theorem auszusprechen, namlich das reci- 
proke, fiir welches alsdann kein Beweis erforderlich ist. In der That 
wird man, sobald erst die Dualitét als ein allgemeines Gesetz nach- 
gewiesen ist, in jedem einzelnen Falle den reciproken Satz ohne 
Weiteres anerkennen miissen. Aber obschon eine aufmerksame 
Durchsicht der bisher aufgestellten graphischen Theoreme hinreicht, 
um jenes Gesetz fiir diese zu bestiitigen, so verfiigen wir doch 
augenblicklich noch nicht vollstiindig iiber die geeigneten Mittel, 
um es zu seiner Allgemeinheit zu erheben, und wir miissen uns 
also jetzt damit begntigen, die Reciprocitét zwischen Punkt und 
Ebene mit einer gewissen Hinschrankung zu begriinden. 


Graphische Satze wurden zuerst in § 7 bewiesen; es foleten in 
§ 8 und § 9 fast ausschliesslich ebensolche Sitze. Von da an 
trugen die Entwickelungen einen ganz bestimmten Charakter; es 
wurden nicht mehr andere Sitze hergeleitet als graphische, und es 
wurden auch bei der Herleitung keine Satze anderer Art benutzt. 
Die §§ 10 und 11 enthielten also graphische Geometrie mit rein 
graphischen Hiilfsmitteln, welche zuvor in §§ 7, 8, 9 angesammelt 
worden waren. Diese Hilfsmittel sind nicht unabhiingig von ein- 
ander. Allein das ist fiir unsern Zweck gleichgiiltig; wir brauchen 
bloss festzuhalten, dass man keiner anderen Sitze bedarf, um die 
Geometrie der Lage, soweit sie uns jetzt zugiinglich ist, auszubauen. 
Dass in der That alle graphischen Theoreme, welche wir ohne Auf- 
stellung neuer Grundsitze beweisen kénnten, sich aus jenen Satzen 
herleiten lassen, wird durch folgende Ueberlegung erkannt. 
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Wie aus § 9 (Anfang) zu entnehmen, lasst sich jedes Theorem, 
welches auf unserm gegenwirtigen Standpunkte tiberhaupt erreich- 
bar ist, aus den graphischen Satzen der §§ 7, 8, 9 in Verbindung 
mit den Sitzen 6. 7. 8. 9. 12. des § 1, dem Satze 10. des § 2 und 
den Siitzen 3. 6. des § 8 deduciren. Wenn eigentliche Elemente 
weder im Theoreme selbst vorkommen noch beim Beweise zu Hiilfe 
genommen werden, so wird der Beweis mit jenen graphischen 
Sitzen allein geftihrt; die anderen Sitze kénnen nicht gebraucht 
werden, so lange keine eigentlichen Elemente auftreten. Wir wollen 
diese beiden Satzgruppen hier als die ,erste“ und ,zweite“ unter- 
scheiden. Wenn man in den Sitzen der zweiten Gruppe tiberall, 
wo von eigentlichen Punkten in einer Geraden die Rede ist und von 
dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwei anderen liegt oder 
nicht, die Worte ,bei ausgeschlossener Ebene N“ hinzufiigt und 
sodann die eigentlichen Elemente iiberall durch beliebige ersetzt, 
so erhalt man graphische Sitze, welche vollkommen richtig sind und 
sich in der ersten Gruppe aufgefiihrt finden. 


Handelt es sich um ein graphisches Theorem, so kommen . 
eigentliche Hlemente im Theoreme selbst nicht vor. Es kénnen 
also beim Beweise die Sitze der zweiten Gruppe nur dann eine 
Rolle spielen, wenn eigentliche Elemente beim Beweise zu Hiilfe 
genommen werden. Ist dies der Fall, so fiige man in dem Beweise 
iiberall, wo von drei eigentlichen Punkten in ¢iner Geraden die 
Rede ist und yon dem einen gesagt wird, dass er zwischen zwei 
anderen liegt oder nicht, die Worte ,,bei ausgeschlossener Ebene N“ 
hinzu, ersetze sodann die eigentlichen Elemente iiberall durch be- 
liebige und nehme endlich statt auf die Satze der zweiten Gruppe 
auf die entsprechenden Sdtze der ersten Gruppe Bezug. Der so 
verinderte Beweis hat volle Giiltigkeit; aber er ist von den Satzen 
der zweiten Gruppe durchaus unabhingig, und man kann demnach 
jedes graphische Theorem, welches sich aus den beiden Gruppen 
herleiten lisst, schon mit Hiilfe der ersten Gruppe beweisen. 


Die Geometrie der Lage muss sich also darauf be- 
schranken, aus den graphischen Siatzen der §§ 7, 8, 9 
Folgerungen zu ziehen, bis eine Vermehrung ihres Stof- 
fes durch das Hinzutreten neuer Grundsitze moéglich 
wird, 


Es hat jetzt keine Schwierigkeit, die Reciprocitaét zwischen 
Punkt und Fbene fiir die Geometrie der Lage, soweit sie aus den 
bisherigen Grundsitzen sich entwickeln lasst, zu begrtinden. Das 
Gesetz der Reciprocitaét wird zunichst fiir die graphischen Sitze der 
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§§ 7, 8, 9 als richtig erkannt, da der reciproke Satz eines jeden 
ebenfalls zu dieser Gruppe gehort. Jeder andere Satz, der in Be- 
tracht kommen kann, ist eine Folgerung aus diesen Sitzen. Bei 
seinem Ausspruche und beim Beweise werden nur graphische Be- 
griffe verwendet. Dabei kann man sich auf die Stammbegriffe be- 
schrinken; die tibrigen sind aus den Stammbegriffen abgeleitet und 
kénnen mit Hiilfe der betreffenden Definitionen herausgeschafft wer- 
den. Jenes Theorem ist also das Ergebniss einer Betrachtung, in 
welcher nur die graphischen Stammbegriffe vorkommen und nur auf 
die oben bezeichneten graphischen Satze Bezug genommen wird. 
Wenn man in dieser Betrachtung durchweg das Wort ,, Punkt“ 
durch ,.Ebene“, ,Ebene* durch ,Punkt“ und die benutzten Lehr- 
- sitze durch die reciproken ersetzt, so bleibt ihre Richtigkeit unge- 
mindert; aber in ihrem Ergebniss findet man ,,Punkt* und , Hbene“ 
mit einander vertauscht, d. h. man hat das reciproke Theorem be- 
wiesen. 

Das Gesetz der Reciprocitét zwischen Punkt und 
Ebene ist hiernach wenigstens in den angedeuteten 
'Grenzen giiltig, muss aber spaiter von Neuem gepriift 
werden. 

Kommen wir jetzt noch einmal auf die Sitze des § 9 zuriick. 
Hs eriibrigt noch, die Beziehungen zwischen den Satzen 1 und 3, 
2 und 4 zu untersuchen. Die ersteren handeln von Planfiguren, 
die letzteren von centrischen Figuren. Dem entsprechend wird 
auch die folgende Betrachtung zu Uebertragungsgesetzen fiihren, 
welche ebene Figuren wieder in ebene, centrische in centrische ver- 
wandeln und auf andere Figuren tiberhaupt keine Anwendung finden. 

Die Siatze 1. und 3. des § 9 gehen in einander iiber, wenn man 
die Elemente ,Punkt“ und ,Gerade“ durchweg mit einander ver- 
tauscht. Wenn man nun die bisher aufgestellten graphischen Sitze, 
soweit sie sich auf Planfiguren beziehen, durchmustert, so beobachtet 
man tiberall die Zulassigkeit jener Vertauschung; und da dies — 
wie sich zeigen wird — auf einem allgemeinen Gesetze beruht, so 
sagt man, es finde in der graphischen Planimetrie eine Reciprocitiit 
oder Dualitaét statt zwischen den Punkten und Geraden, und stellt 
jedem graphischen Begriffe der Planimetrie einen reciproken oder 
dualen Begriff gegentiber. Bei dieser auf die Ebene beziiglichen 
Reciprocitét sind ,Punkt“ und ,Gerade“, , gerade Punktreihe“ und 
,»trahlenbtischel*, , Verbindungslinie zweier Punkte“ und _, Durch- 
schnittspunkt zweier Geraden“ reciprok, das , Aneinanderliegen“ und 
, Getrenntliegen* sich selbst reciprok. Sind zwei Figuren in einer 
Ebene nach den in § 10 gegebenen Definitionen perspectiv, so sind 
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allemal auch die reciproken Figuren perspectiv. Daraus folgt weiter, 
dass die. Begriffe ,perspectiv“ und ,harmonisch“ auch in der Ebene 
sich selbst reciprok sind. . 


Werden in einem graphischen Satze, welcher von einer Plan- 
figur handelt, alle Begriffe durch die reciproken ersetzt, so entsteht 
der reciproke oder duale Satz der Planimetrie, dessen reciproker 
Satz wieder der urspriingliche ist; und wenn man von zwei solchen 
Satzen den einen bewiesen hat, so darf man den andern ohne einen 
besondern Beweis aussprechen. Hierin besteht das Gesetz der 
Dualitat ftir die Planfiguren, von dessen Giiltigkeit wir uns 
jetzt tiberzeugen wollen. 


Wir kommen sogleich auf den richtigen Weg, wenn wir be- 
achten, dass der Uebergang von Satz 1. des § 9 zu Satz 3. durch 
Satz 2. vermittelt werden kann. Man gelangt von 1. zu 2. durch 
die eme, von 2. zu 3. durch die andere der beiden schon begriin- 
deten Uebertragungsregeln und wird demgemiss von 1. zu 3. durch 
eine Verkniipfung beider Regeln direct gelangen. Wir verfolgen 
den Hergang an irgend einem graphischen Satze der Planimetrie. 
In einem solchen kann nur die Rede sein von Punkten und Geraden, 
die an einer Hbene liegen, vom .Aneinanderliegen der Elemente 
und vom Getrenntliegen der Paare. Der Satz bleibt giiltig, wenn 
man in ihm die Punkte durch Geraden, die Geraden durch Ebenen, 
die Ebene durch einen Punkt ersetzt, aber er bezieht sich jetzt auf 
eine centrische Figur. Dem so erhaltenen Theoreme entspricht ver- 
moge der Reciprocitit zwischen Punkt und Kbene wieder ein plani- 
metrisches Theorem; um dieses herzustellen, habe ich in der zwei- 
ten Fassung die Ebenen durch Punkte, den Punkt durch eine Ebene 
zu ersetzen, wahrend alles Andere ungeindert bleibt. Die beiden 
Uebertragungen, nach einander ausgefiihrt, haben also auf den vor- 
gelegten Satz die Wirkung, dass sich die Punkte in Geraden und 
die Geraden in Punkte verwandeln, d. h. sie hefern den dualen | 
Satz der Planimetrie. 


Fiir die centrischen Figuren besteht ein ihnliches 
Gesetz, nach welchem die Satze 2. und 4. des § 9 zusammen- 
gehéren. Man darf in jedem graphischen Satze, der von einer cen- 
trischen Figur handelt, die Elemente ,Gerade“ und ,Hbene* mit 
einander vertauschen und demgemiss von einer fiir solche Siatze 
giiltigen Reciprocitét zwischen den Geraden und Ebenen sprechen. 
Bei dieser sind ,,Aneinanderliegen“, ,,Getrenntliegen“, ,,perspectiv “ 
und ,harmonisch“ sich selbst reciprok, ,Gerade“ und ,Ebene“, 
,Strahlenbiischel* und ,Ebenenbiischel*, ,Kbene zweier Strahlen“ 
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und ,Durchschnittslinie zweier Ebenen“ einander reciprok. Wenn 
yon zwei reciproken Sitzen tiber centrische Figuren der eine richtig 
ist, so ist es auch der andere. Um sich hiervon zu tiberzeugen, 
braucht man nur die Dualitat zwischen Punkt und Ebene auf die 
vorige Betrachtung anzuwenden. 

Bei der Begrtindung der Dualitét zwischen den Punkten und 
Geraden an einer Ebene und der Dualitiét zwischen den Geraden 
und Ebenen an einem Punkte haben wir die Dualitiit zwischen den 
Punkten und Ebenen benutzt. Da diese noch nicht ohne eine ge- 
wisse Hinschrinkung bewiesen werden konnte, so bleibt vorliufig 
auch an jenen die entsprechende Hinschriinkung haften. Wir kom- 
men auf das allgemeine Dualititsgesetz, wenn weitere Grundsatze 
eingefiihrt sein werden, wieder zuriick (§§ 16. 18), um’ es von der 
erwihnten Beschrinkung zu befreien. Ist dies geschehen, so wird 
der beziiglich der beiden specielleren Dualitaitsgesetze gemachte Vor- 
behalt von selbst hinfaillig. — 

Ich sagte: Alles, was wir von graphischer Geometrie jetzt her- 
stellen kénnen, besteht in Folgerungen aus den graphischen Satzen 
der §§ 7—9; in diesen kann man die Worte Punkt und Ebene 
durchweg vertauschen; deshalb gelten auch die Folgerungen unge- 
schmilert weiter, wenn man in ihnen die Worte Punkt und Ebene 
durchweg vertauscht. Es muss in der That, wenn anders die Geo- 
metrie wirklich deductiv sein soll, der Process des Folgerns iiberall 
unabhaingig sein vom Simn der geometrischen Begritfe, wie er un- 
abhingig sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten 
Siitzen, beziehungsweise Definitionen niedergelegten Beziehungen 
zwischen den geometrischen Begriffen diirfen in Betracht kommen. 
Wihrend der Deduction ist es zwar statthaft und niitzlich, aber 
keineswegs nothig, an die Bedeutung der auftretenden geometrischen 
Begriffe zu denken; so dass geradezu, wenn dies nothig wird, dar- 
aus die Ltickenhaftigkeit der Deduction und (wenn sich die Liicke 
nicht durch Abinderung des Raisonnements beseitigen lasst) die 
Unzulinglichkeit der als Beweismittel vorausgeschickten Siitze her- 
vorgeht. Hat man aber ein Theorem aus einer Gruppe von Sitzen 
— wir wollen sie Stammsatze nennen — in voller Strenge de- 
ducirt, so besitzt die Herleitung einen iiber den urspriinglichen 
Zweck hinausgehenden Werth. Denn wenn aus den Stammsiitzen 
dadurch, dass man die darin verkniipften geometrischen Begriffe 
mit gewissen anderen vertauscht, wieder richtige Siitze hervorgehen, 
so ist in dem Theoreme die entsprechende Vertauschung zulissig; 
man erhalt so, ohne die Deduction zu wiederholen, einen (im All- 
gemeinen) neuen Satz, eine Folgerung aus den veriinderten Stamm- 
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sitzen. Von dieser Berechtigung wurde schon im ersten Para- 
graphen wiederholt Gebrauch gemacht, dann im dritten und vierten, 
endlich im gegenwirtigen Paragraphen nicht bloss zur Begriindung 
der Dualitét zwischen Punkt und Ebene, sondern schon beim Be- 
weise der Behauptung, dass alle uns jetzt zuginglichen gra- 
phischen Sitze sich aus den graphischen Satzen der §§ 7—9 fol- 
gern lassen. 

Die im ersten und sechsten Paragraphen gegebenen Bemer- 
kungen tiber das Beweisverfahren werden hierdurch vervollstindigt. 
-Man wird diese Hrérterung nicht fiir tiberfltissig erklaren, wenn 
man darauf achtet, wie oft die besprochenen Anforderungen uner- 
fiillt bleiben, sogar in Schriften, welche sich die Begriindung 
der Geometrie oder anderer mathematischer Disciplinen zur Auf- 
gabe machen. Der allgemeinen Auffassung nach sollen die Lehr- 
sitze logische Folgerungen aus den Grundsitzen sein. Aber 
nicht immer bringt man sich alle benutzten Beweismittel ausdriick- 
lich zum Bewusstsein. Dass dies zum Theil von der Anwendung 
der Figuren herriihrt, ist in § 6 besprochen worden; aber selbst 
wenn kein sinnliches Bild, nicht einmal die bewusste innerliche 
Vorstellung eines solchen, zugelassen wird, so tibt der Gebrauch 
vieler Worter, mit denen namentlich die einfacheren geometrischen 
Begriffe bezeichnet werden, an sich schon einen gewissen Hinfluss 
aus. Hinen Theil der Ausdriicke, mit deren Handhabung im tig- 
lichen Leben wir durch friihzeitige Gew6hnung vertraut geworden 
sind, treffen wir in der Wissenschaft wieder an; und wie im tig- 
lichen Leben beim Gebrauche jener Ausdriicke zugleich allerhand 
Beziehungen zwischen den entsprechenden Begriffen sich mit unseren 
Gedanken verflechten, ohne dass wir uns davon besondere Rechen- 
schaft geben, so gelingt es selbst in der strengen Wissenschaft 
nicht leicht, die unbewussten Beimischungen ganz fernzuhalten. 
Eben diese Beimischungen miissen an das Licht gebracht werden, 
damit die Grundlage, auf welcher sich die Geometrie aufbaut, in 
ihrem wahren Umfange zu erkennen sei. 

Bei der Aufsuchung never Wahrheiten wird man sich unbe- 
denklich aller Mittel bedienen, welche zum Ziele fiihren kénnen. 
Anders verhilt es sich mit der Priifung und Darstellung des Ge- 
fundenen, welche in der Mathematik nur dann befriedigt, wenn die 
neue Thatsache als eine Folge der bekannten Thatsachen erscheint. 
Diese Forderung ist wohl aus der Wahrnehmung entsprungen, wie 
man in der Mathematik reichlicher als auf irgend einem andern 
Gebiete die Méglichkeit antrifft, durch Schlussfolgerungen allein, 
ohne besonderes Experiment, Neues und Richtiges aus Bekanntem. 
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zu finden; sie wird um so sicherer von selbst erftillt, je weiter man 
sich von den Grundbegriffen entfernt, je ausschliesslicher man also 
mit zusammengesetzten Begriffen umgeht, die wegen ihrer nicht 
gemeinfasslichen Bedeutung keine Relationen zulassen, welche sich 
unbemerkt in eine Schlussfolgerung einschleichen kénnten, Wenn 
nun die Mathematik an die streng deductive Methode, der sie ge- 
recht zu werden vermag, sich wirklich bindet, so darf man hierin 
keinen iiberfliissigen Zwang erblicken. Der Werth jener Methode 
besteht darin, dass die ihr entsprechende Auffassung des Beweis- 
verfahrens alle Willktir ausschliesst, waihrend bei jeder andern Auf- 
fassung die Unanfechtbarkeit der Beweise aufhért, weil der Be- 
urtheilung keine scharfe Grenze gezogen werden kann. Die 
Unanfechtbarkeit der Beweise, durch welche die Lehrsdtze auf die 
Grundsitze zuriickgeftihrt werden, im Verein mit der Evidenz der 
Grundsitze selbst, welche durch die einfachsten Erfahrungen ver- 
biirgt sein sollen, giebt der Mathematik den Charakter héchster 
Zuverliassigkeit, den man ihr zuzuschreiben pflegt. Um diese Higen- 
schaften tiberall zu erzielen, wird man sich allerdings zu mancher 
Weitliufigkeit gendthigt sehen; aber auf der andern Seite werden 
gerade durch eine pracise Darstellung gewisse Vereinfachungen er- 
méglicht. Zunichst hat die erhéhte Verwendbarkeit der Beweise 
sich schon wiederholt als nitzlich erwiesen (vgl. 8. 99). Sodann — 
und darauf moéchte ich hier das Hauptgewicht legen — erkennt 
man bei solcher Darstellung die Entbehrlichkeit gewisser Bestand- 
theile, welche gewohuheitsmiassig mit iiberliefert werden. Die Wis- 
senschaft schépft einen Theil ihres Stoffes unmittelbar aus der 
Sprache des taglichen Lebens. Aus dieser Quelle sind Ausdrucks- 
weisen und Anschauungen, mit denen man wissenschaftliche Satze 
nicht formuliren sollte, auch in die Mathematik hineingelanet und 
dort die Veranlassung geworden, dass gewisse Partieen unklar er- 
scheinen, und dass sich zahlreiche Discussionen, namentlich tiber 
geometrische Dinge, erhoben haben. Welche Rolle die einzelnen 
Begriffe und Relationen in dem Systeme spielen, wieweit sie fiir 
das Ganze nothwendig oder entbehrlich sind, tritt nur bei absolut 
strenger Darstellung an den Tag. LErst wenn auf solchem Wege 
die wesentlichen Bestandtheile vollstandig gesammelt, die tiberfliis- 
sigen aber ausgeschieden sind, wird man fiir jene Discussionen, 
soweit sie nicht dadurch gegenstandslos werden, die richtige Grund- 
lage besitzen. 
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Bei der geometrischen Betrachtung einer Figur wird immer 
vorausgesetzt, dass ihre Bestandtheile einem festen Kérper ange- 
héren oder doch mit einander in hinreichend fester Verbindung 
stehen. In den bisherigen Entwickelungen wurde sogar angenom- 
men, dass alle in einer und derselben Betrachtung auftretenden Hie- 
mente eine Figur im obigen Simne bilden, und wenn also zwei 
Figuren in Beziehung gebracht wurden, wie dies z. B. bei der Hr- 
klarung der Perspectivitit geschah, so mussten jene Figuren mit 
einander fest verbunden sein. 

Wir werden jetzt, um den Begriff der Congruenz einzuftihren, 
uns fiir einige Zeit auf Figuren beschriinken, welche nur aus Punk- 
ten zusammengesetzt sind, und zwar aus eigentlichen Punk- 
ten. Wir halten daran fest, dass jede Figur auf einem festen 
Korper verzeichnet ist, aber wir verlangen nicht, dass alle gleich- 
zeitig betrachteten Viguren sich auf einem und demselben festen 
Korper befinden. Ist eine Figur abcd gegeben, so darf man die 
Punktgruppen ab, ac, abc u.s. w. ebenfalls Figuren nennen; aber 
wenn zwei Figuren ef und gh gegeben sind, so kommt der Punkt- 
gruppe efgh der Name einer Figur nicht nothwendig zu, weil die 
Figuren ef und gh moglicherweise gegen einander beweglich sind. 

Ks seien, um mit dem einfachsten Falle zu beginnen, zwei fest 
verbundene Punkte ab gegeben und zwei ebenfalls fest verbundene 
Punkte ab’. Die Figuren ab und a’b’ sind entweder gegen ein- 
ander beweglich oder nicht. Wir nehmen zuerst an, dass sie gegen 
einander beweglich sind. Man kann dann (nachdem etwaige st6- 
rende Bestandtheile der festen Kérper beseitigt sind) die ‘Figuren 
bewegen, bis die Punkte a und a aneinanderstossen oder die Punkte 
b und 0. Wenn es gelingt, beides gleichzeitig zu bewirken, so 
sagt man, dass die Figuren ab und ab’ zum Decken gebracht 
sind, und wenn die Figuren hierauf wieder beliebig bewegt wer- 
den, so wird von ihnen gesagt, dass sie einander zu decken ver- 
mogen. 

Wie immer die Figur ab gegeben sein mag, so kann man 
Figuren herstellen, welche im Stande sind, ab zu decken. Man 
wird sich dazu eines festen Kérpers bedienen, welcher die Punkte 
a und 6 gleichzeitig zu beriihren vermag; auf einem solchen wer- 
den zwei Punkte « und $ so gewihlt, dass die Figuren ab und «f 
sich zum Decken bringen lassen. Man bewegt z. B. einen Stab 
(Maasstab, Lineal) an die Punkte a und b heran und vermerkt auf 
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ihm die Stellen, welche an a@ und b stossen; oder man stellt die 
Spitzen eines Zirkels auf die Punkte @ und 6, so dass die Spitzen 
mit « nnd 6 bezeichnet werden kénnen. Hs ist gleichgiiltig, welche 
Spitze auf a, welche auf 6 gestellt war; tiberhaupt, wenn die 
Figur «8B im Stande war ab zu decken, so kann sie auch 
mit ba zum Decken gebracht werden. 

Ich kehre jetzt zu den Figuren ab und ab’ zurtick, von denen 
vorliufig angenommen wurde, dass sie gegen einander beweglich 
sind. Mit «B bezeichne ich eine gegen ab und ab bewegliche 
Figur, welche mit ab zum Decken gebracht werden kann, und 
priife, ob auch ab’ und wf zum Decken gebracht werden konnen. 
Es zeigt sich, dass diese Priifung die vorige, bei welcher ab und 
ab’ unmittelbar verglichen wurden, vollstiindig ersetzt, d. h. wenn 
(ausser a6 und wf auch) ab’ und @B sich decken kénnen, so kén- 
nen ab und ab’ sich decken, und umgekehrt. Wenn von den drei 
Figuren ab, ab’, «B eine die beiden andern decken kann, so kénnen 
diese beiden sich decken. 

Sehen wir jetzt ganz davon ab, ob die Figuren ab und ab’ 
gegen einander beweglich sind oder nicht. Ich kann jedenfalls 
eine Figur herstellen, welche gegen jene beiden Figuren beweglich 
ist und mit der einen zum Decken gebracht werden kann. Ist es 
‘moglich, eine und dieselbe Figur sowohl mit ab als auch mit ab’ 
zum Decken zu bringen, so heissen die Figuren ab und ab’ con- 
gruent. 

Wenn die Figuren ab und a’b’ gegen einander beweglich sind, 
so erweisen sie sich als congruent, wenn sie sich zu decken ver- 
mogen, und es ist alsdann die Zuziehung einer dritten Figur nicht 
nothig. Wenn die Figuren ab und ab’ mit einander fest verbun- 
den, z. B. auf einer und derselben Platte verzeichnet sind, so ist 
es zwar nicht unmdglich, die feste Verbindung zu lésen; aber es 
ist immer erwtinscht, unter Umstinden sogar nothwendig, ein anderes 
Mittel zur Vergleichung zu besitzen. In der That sind wir gewohnt, 
solche Figuren durch Vermittelung einer Hiilfsfigur zu vergleichen, 
welche in der Regel durch zwei Punkte an einem Stabe oder durch 
die Spitzen eines Zirkels dargestellt wird. Und diese Vermittelung 
ist geradezu nothwendig, wenn die Figuren ab und ab’ einen oder 
beide Punkte gemein haben. His sollte nicht ausgeschlossen werden, 
dass a’ mit a zusammenfallt oder mit b; es kénnen innerhalb einer 
Figur abb’ die Theile ab und ab’ congruent sein. Auch ist schon 
oben die Figur ba neben der Figur wb aufgetreten, und wir haben 
bemerkt, dass eine und dieselbe Figur im Stande ist, jene beiden 
zu decken. Die Figuren ab und ba sind demnach con- 
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gruent zu nennen, ohne dass sie eine directe Vergleichung ge- 
statten. 

Wir haben, wenn auch zuniichst nur ftir den einfachsten Fall, 
einen neuen Grundbegriff eingefiihrt, namlich den Begriff zweier 
Figuren, welche zum Decken gebracht werden kénnen, und mit 
Hiilfe desselben die Bedeutung des Wortes congruent“ erklirt. 
Wir haben zugleich mehrere sehr einfache, auf den neuen Begriff 
beztigliche Thatsachen erwihnt, welche unmittelbar aus der Erfah- 
tung zu entnehmen sind. Diese Thatsachen und eine Reihe anderer 
von gleicher Beschaffenheit habe ich jetzt als Grundsiitze zu for- 
muliren, nach deren Herstellung wieder die deductive Entwickelung 
Platz greift. Ich spreche zuerst den folgenden Grundsatz aus: 

I. Grundsatz, — Die Figuren ab und ba sind congruent. 

Sind drei Figuren ab, ab’, a’b” gegen einander beweglich, so 
ist schon constatirt worden, dass ab’ und a@’b” einander decken 
kénnen, wenn ab beide zu decken vermag. Sehen wir aber wieder 
davon ab, ob die Figuren fest verbunden sind oder nicht, und setzen 
wir voraus, dass a) und ab’ congruent sind, zugleich auch wb und 
ab". Es kann also eine Figur af zum Decken gebracht werden 
mit ab und ab’, ferner eine Figur of’ mit ab und ab"; af ist 
gegen ab und aU’, o fp gegen ab und ab” beweglich. Die Figuren 
ab und wf sind congruent; da sie méglicherweise fest verbunden 
sind, so sei AF eine gegen die vorigen bewegliche Figur, welche 
ab decken kann. Hs kénnen sich alsdann decken AB und ab, 
af und ab, «fp und ab, folglich AB und af, AB und o'f’; 
ferner ab’ und «f, a’b” und a’ f’, folglich AB und a’b’", AB und 
ad’b", d. bh. ab’ und a’b” sind congruent. Sind zwei Figuren a0’ 
und ab” einer Figur ab congruent, so sind sie einander con- 
eruent. Diese Thatsache wird einen besonderen Fall des siebenten 
Grundsatzes bilden. 

Ist eine Figur ab gegeben, so kann man eine congruente Figur 
ab’ herstellen, von der man den einen Punkt, etwa a’, beliebig 
wihlen darf. Man kann nimlich eine Figur wf herstellen, welche 
gegen die Figur ab und den Punkt a beweglich und ab zu decken 
im Stande ist; mit Hiilfe von wf (also z. B. des Zirkels) wird so- 
dann 0b’ aufgefunden und nothigenfalls mit a’ in feste Verbindung 
gebracht. Diese Thatsache ist als einfachster Fall im achten Grund-. 
satze mit enthalten. Hier ist jedoch hinzuzufiigen, dass in Betreff 
des Punktes b’ noch eine bestimmte Forderung gestellt werden darf. 
Der Punkt a konnte beliebig gewihlt werden; lassen wir ihn mit 
a zusammenfallen und ziehen von a aus eine gerade Strecke nach 
irgend einem Punkte c, so dass die Figur abe entsteht. Man kann 
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verlangen, dass b’ in dieser Strecke oder in ihrer Verlingerung 
iiber c hinaus angegeben werde; ein solcher Punkt existirt allemal 
und zwar nur einer. 

Ul. Grundsatz. — Zur Figur abe kann man einen und nur 
einen eigentlichen Punkt 0’ derart hinzufiigen, dass ab und ab’ 
congruente Figuren werden und 0’ in der geraden Strecke ae oder 
c in der geraden Strecke ab’ liegt. 

Wird also die gerade Linie ae mit 


ye g bezeichnet und in ihr der eigentliche 

oo Punkt c¢ ausserhalb des Schenkels ac 

/ ____ angenommen, so giebt es in der Geraden 

Ba Bu. b © g zwei (und nicht mehr) eigentliche 
Fig. 37. 


Punkte, 0’ und 6’, von denen der eine 
im Schenkel ac, der andere im Schenkel ac’ hegt, so dass ab, av’, 
ab” congruente Figuren sind. Man kann 0’ und 6” etwa mit Hiilfe 
des Zirkels bestimmen. 

Betrachten wir jetzt zwei Figuren abe und a'b’c’, welche aus 
je drei Punkten bestehen. Sie sind entweder fest mit einander 
verbunden oder nicht. Um beide Fille zugleich zu beriicksichtigen, 
gehe ich davon aus, dass stets eine Figur ay herstellbar ist, welche 
gegen jene beiden bewegt und mit der einen, etwa mit abc, zum 
Decken gebracht werden kann, wobei die Punkte @ und a, 6 und 
6B, ¢ und y aneinanderstossen. Hine solche Figur liasst sich auf 
jedem festen Kérper verzeichnen, der die Punkte abe gleichzeitig 
zu beriihren vermag. Ist es modglich, eine und dieselbe Figur aBy 
sowohl mit abe als auch mit a’b’c’ zum Decken zu bringen, so 
heissen die Figuren abc und abc congruent. Jetzt ist es aber 
nicht mehr gleichgtiltig, in welcher Reihenfolge die Punkte ge- 
schrieben werden. Wenn die Figur afy im Stande ist abe zu 
decken, so ist sie im Allgemeinen nicht im Stande bac zu decken. 
Wenn die Figuren abe und a‘b’c congruent sind, so sind zwar 
auch bac und b'a’c congruent, aber im Allgemeinen nicht bac 
und a’b’c. Die zusammengehiérigen Punkte, a und a’, b und U’, ¢ 
und ¢, werden homologe Punkte der congruenten Figuren genannt. 

Mit der Figur abc ist die Figur ab als ein Theil gegeben, 
welcher mit der Figur wf zum Decken gebracht werden kann. Ist 
nun @By im Stande, abe und a'b’e zu decken, kénnen also of 
und ab’ sich decken, so sind die Figuren a6 und ab’ congruent. 
Wir werden die Figuren ab und ab’, ac und a’c, be und b'¢ 
homologe Theile der congruenten Figuren abe und a'd'c' 
nennen. Dass solche homologe Theile congruent sind, bildet einen 
besonderen Fall des sechsten Grundsatzes. 
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Die Figur abe kann aus drei Punkten einer Geraden bestehen. 
Nehmen wir an, dass ¢ in der Geraden ab zwischen a und b liegt, 
dass die Figuren ab und a/b’ mit «6 zum Decken gebracht werden 
kénnen, und dass a mit b, a’ mit b’, a mit 6 durch gerade Strecken 
verbunden sind. Bringe ich ab und «6 zum Decken, so nehme 
ich wahr, dass die Punkte der Strecke ab an die Punkte der Strecke 
af stossen und umgekehrt, und man sagt daher, dass die Strecken 
ab und «8 zum Decken gebracht seien; zugleich ergiebt sich ein 


’ a bestimmter Punkt y der Strecke wf, welcher an 


< sing e den Punkt ¢ stdésst. Auch die Strecken of und 
- *, Y a’b’ werden sich decken kénnen, und man nennt 
a 


deshalb die Strecken ab und a’b’ congruent. Bringt 
man nun die Strecken ef und ab’ zum Decken, so ergiebt sich ein 
bestimmter Punkt c’ der Strecke a’b’, welcher vom Punkte y gedeckt 
wird, so dass abe und a’b’c congruente Figuren sind. 

Til. Grundsatz. — Liegt der Punkt ¢ innerhalb der geraden 
Strecke ab und sind: die Figuren abc und a'b’c’ congruent, so liegt 
der Punkt ¢ innerhalb der geraden Strecke a’. 

Congruente Strecken kommen in Betracht, wenn eine Strecke 
ab mit einer anderen wy gemessen werden soll. Nach den Vorbe- 
merkungen zum zweiten Grundsatze kann ich auf dem Schenkel ab 
den Punkt c, so angeben, dass ac; und uv congruente Figuren 
werden; es handelt sich hier nur um den Fall, wo c, zwischen a 
und 6 zu liegen kommt. Ich kann (II.) die Strecke ac, bis ec, — 
und zwar nur auf eine Art — so verlingern, dass die Strecken 
c,a und ¢,c, congruent werden, folglich auch ac, und ¢c,¢c,. Hbenso 
kann ich die Strecke ¢,c, um die congruente Strecke c,c, verlin- 
gern, diese um die congruente Strecke c,c, u.s. f. Beim Messen 
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wird jedoch ein bestimmtes Ziel erstrebt und auch erreicht. Man 
verfolet namlich die Reihe der Punkte c,c,c, .. . nur bis zum Punkte 
Cn, wenn b entweder mit ¢, zusammenfallt oder von den Punkten 
C, und Cy. eingeschlossen werden wiirde, und zu einem solchen 
Punkte c, kann man allemal durch eine endliche Anzahl von Con- 
structionen gelangen. 

IV. Grundsatz. — Liegt der Punkt ¢c, innerhalb der geraden 
Strecke ab, und verlingert man die Strecke ac, um die congruente 
Strecke c,c,, diese um die congruente Strecke ¢,c,; u.s.f., so ge- 
langt man stets zu einer Strecke Cy Ci41, welche den Punkt 0 
enthalt. 
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Betrachten wir wieder die Figur abc, aus drei Punkten einer 
Geraden bestehend, und nehmen wir jetzt an, dass die Strecken ac 
und be congruent, also ¢ zwischen @ und b gelegen ist. Hine Figur 
aBy werde hergestellt, welche abc zu decken vermag. Werden die 
Strecken ba und wf zum Decken gebracht, so deckt y einen be- 
stimmten Punkt der Strecke ba, der von ¢ nicht verschieden sein 
kann; die Figuren abc und bac sind demnach congruent. Aber 
auch wenn abe nicht in gerader Linie liegen, wird dieselbe Beob- 
achtung gemacht. 

VY. Grundsatz. — Wenn in der Figur abe die Strecken ac 
und be congruent sind, so sind die Figuren abe und bac congruent. 

Diese Thatsache kann noch in anderer 


C Form ausgesprochen werden. Wenn ca 
cae oe und ya beliebige Strecken, aber nicht 
ms Fig. 38 fest verbunden sind, so kann man sie 


gegen einander bewegen, bis die Punkte ¢ 

und y aneinanderstossen und zugleich entweder @ an einen Punkt 
der Strecke ya oder @ an einen Punkt der Strecke ca. Hs wird 
dann jeder Punkt des Schenkels ca von einem Punkte des Schen- 
kels ya gedeckt und umgekehrt, und man wird daher sagen, es 
seien die Schenkel ca und ya zum Decken gebracht. Wenn in der 
Figur abe die Strecken ca und cb zu verschiedenen Geraden ge- 
héren, ebenso in der Figur wBy die Strecken ya und y8, und die 
Figuren nicht fest verbunden sind, so kann man sie bewegen, bis 
die Schenkel ca und ya sich decken oder die Schenkel cb und yf. 
Gelingt es nun, beides gleich- 

¥ zeitig zu bewirken, so sagt man, 


c 
es seien die Winkel acb und ayB 
“ zum Decken gebracht*). Wenn 
iE die Winkel acb und ay®B sich 
Ob a 


B’ decken kénnen, so braucht dies 

Fig. 39. von den Figuren acb und ayB 

nicht zu gelten; dazu ist viel- 

mehr noch nothwendig und hinreichend, dass die Strecken ca und 
ya, cb und yf congruent sind. 

Es seien jetzt zwei Figuren abe und a'b'c’ gegeben; die 
Strecken ca und cb sollen zu verschiedenen Geraden gehéren, eben- 
so die Strecken ca’ und cb’. Immer lasst sich eine gegen abc 
und a‘ b’c bewegliche Figur «By so herstellen, dass die Winkel acb 
und «yf sich’ decken kénnen (Transporteur), und zwar ist es 


*) Eine Definition des Winkels wird hier nicht beabsichtigt. 
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gleichgiiltig, in welcher Anordnung die Schenkel auf einander ge- 
legt werden, d. h. es kénnen auch die Winkel dca und ay sich 
decken. Ist es méglich, einen und denselben Winkel «yf mit den 
Winkeln acb und a’c'b’ zum Decken zu bringen, so heissen die 
Winkel acb und a'c'b’ congruent. — Es seien zwei congruente 
Winkel acb und a c’b’ vorgelegt; die Figuren acb und a'cb’ brau- 
chen alsdann nicht congruent zu sein. Ich kann aber die Figur 
«By so wahlen, dass die Figuren acb und ay sich decken kénnen; 
damit auch die Figuren a’¢b’ und ay sich zum Decken bringen 
lassen, ist noch die Congruenz der Strecken ca’ und ya, ¢b’ und 
y 6 nothwendig und hinreichend. Sobald daher ca und ca’, cb und 
¢b congruente Strecken sind, so sind auch die Figuren acb und 
a cb’ (oder abe und ab’) congruent. 

Hiernach sind die Winkel acb und bea stets congruent. Nimmt 
man aber insbesondere congruente Strecken ca und cb, so sind 
auch die Figuren abc und bac congruent, wie im fiinften Grund- 
satze behauptet wurde. 


Es ist nun an der Zeit, Figuren zu betrachten, welche aus 


beliebig vielen Punkten bestehen. Die Figuren abed... und 
abed’... seien aus gleichvielen Punkten zusammengesetzt. Immer 
ist eine Figur afByd... herstellbar, welche gegen jene beiden be- 


wegt und mit der einen zum Decken gebracht werden kann, wobei 
die Punkte a und a, 6b und 6 u. s. w. aneinanderstossen. Ist es 
mieglich, die Figur aByd... mit beiden gegebenen Figuren zum 
Decken zu bringen, so heissen diese congruent. Die Congruenz ist 
aber von der Wahl der Figur af6yd... nicht abhingig; haben sich 
die Figuren abcd... und a'b'c'd’... als congruent erwiesen, und 
kann man eine von ihnen auf die gegen beide bewegliche Figur 
ABCD... legen, so lasst auch die andere sich auf ABCD... 
legen. Man mag deshalb das Wesen der congruenten Figuren durch 
die Aussage bezeichnen, dass jede die Lage der anderen einzuneh- 
‘men im Stande ist. 


Um die Congruenz der Figuren abcd... und ab’cd... mu 
erkennen, wird eine Hiilfsfigur afyd... benutzt, und es werden 
einmal die Punkte a und «, b und B u. s. w. mit einander in Be- 
riihriing gebracht, das andere Mal die Punkte a und @, b’ und B 
u. s. w. Dieser Zusammengehdrigkeit entsprechend, heissen a und 
@ homologe Punkte, ebenso b und b' u.s. w. Jedem Theile 
der Figur abcd... entspricht ein Theil-der Figur ab'c'd’.. ., 
nimlich der aus den homologen Punkten zusammengesetzte, wel- 
chen wir den homologen Theil nennen diirfen, und je zwei 
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homologe Theile kénnen mit einem gewissen Theile der Figur 
aByd.... zum Decken gebracht werden. 


VI. Grundsatz. — Weun zwei Figuren congruent sind, so 
sind auch ihre homologen Theile congruent*), 

Es ist hier nicht ausgeschlossen, dass homologe Theile zu- 
sammenfallen, z. B. bei zwei congruenten Figuren abe und abc. 
In der That sind wir berechtigt, jede Figur sich selbst con- 
“gruent zu nennen, wobei aber jeder Punkt sich selbst homo- 
log ist und mithin nicht an diejenige Congruenz gedacht werden 
soll, welche zwischen den Strecken ab und ba, zwischen den Win- 
keln acb und bea stattfindet. Wenn bei zwei congruenten Figuren 
ein Punkt sich selbst entspricht, so kann man sagen: Die Figuren 
haben den Punkt entsprechend gemein. | 

Vom sechsten Grundsatze war schon an friiherer Stelle ein 
besonderer Fall erwaihnt worden; die gleiche Verallgemeinerung 
wird noch zwei anderen friiheren Bemerkungen zu Theil. Man nehme 
an, dass die Figuren a'b’cd'... und a’b"c'd"... einer dritten 
Figur abcd... congruent sind; es ist dann immer méglich, eine 
Figur ABCD... herzustellen, beweglich gegen jene drei Figuren 
und fahig die letzte zu decken; mit einer solchen Figur ABCD... 
kénnen auch die beiden erstgenannten Figuren zum Decken ge- 
bracht werden. ; 


VII. Grundsatz. — Wenn zwei Figuren einer dritten con- 
gruent sind, so sind sie einander congruent. 

Wenn ferner eine Figur ab und ein Punkt a’ irgendwie ge- 
geben sind, so kann man (wie bereits erwahnt) mit dem letzteren 
einen Punkt b’ so verbinden, dass ab und a’b’ congruente Figuren 
sind. Wenn aber die Figuren abe und ab’ gegeben sind, so kann 
man mit der letzteren nicht immer einen Punkt ¢ so verbinden, 
dass abe und a’b’c congruente Figuren sind; vielmehr ist hierzu 
die Congruenz der Figuren ab und ab’ nothwendig und ausreichend. 
Ueberhaupt wenn die Figuren abec...kl und a'b'c...k gegeben 
sind und zwischen abc...k und a'b’c ...k Congruenz stattfindet, 
so lasst sich der Punkt 7 so anbringen, dass abe...kl und 
ab’c...kU congruente Figuren werden. Um einen solchen Punkt 
zu erhalten, wird man eine Figur ABC... KL herstellen, welche 
gegen die beiden gegebenen bewegt und mit abe... kl zum Decken 
gebracht werden kann, und diese Figur bewegen, bis ABC... K 


*) Ich muss diesen Satz unter die Grundsitze aufnehmen, um nicht ge- 


nothigt zu sein, in den spiteren Paragraphen auf die Definition der Congruenz 
zuriickzugehen, 
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und a’b’c ...k sich decken. Alle diese Thatsachen umfasst der 
folgende Grundsatz, sobald man zulisst, dass ein einzelner Punkt 
eine Figur bildet und zwei Punkte immer zu den congruenten Fi- 
guren gerechnet werden. 

VIII. Grundsatz. — Wird von zwei congruenten Figuren 
die eine um einen eigentlichen Punkt erweitert, so kann man die 
andere um einen eigentlichen Punkt so erweitern, dass die erwei- 
terten Figuren wieder congruent sind. 

In den beiden einfachsten Fallen kann man tiber die hiermit 
ausgesprochene Méglichkeit noch hinausgehen. Soll nimlich bei 
gegebenem a die Figur ab congruent der gegebenen Figur fg her- 
gestellt werden, so darf man noch fordern, dass 6 in eine durch a 
beliebig gezogene Gerade fallt (II.), und hat in der letzteren zwi- 
schen zwei Punkten auf verschiedenen Seiten von a@ die Wahl. 
Aehnliches findet nun statt, wenn die Figuren ab und fgh so ge- 
geben werden, dass ab und fg congruent sind, und die Figur abc 

congruent mit fgh bestimmt 
h werden soll; dabei ist je- 
pees 4 1 doch vorauszusetzen, dass 
re as fgh nicht in gerader Linie 
Re Py J liegen. Hs sei n&mlich 
I'GH eine gegen ab und 
fgh bewegliche Figur, wel- 
che fgh zu decken vermag, so dass auch ab und FG sich decken 
kénnen. Ist alsdann durch die Punkte a und 0 irgend eine Ebene 
gelect, so kann man /'GH bewegen, bis nicht bloss /'G und ab 
sich decken, sondern auch gleichzeitig H einen Punkt der Ebene 
deckt, und zwar kann dies auf zwei Arten geschehen. In der ge- 
gebenen Ebene findet man demnach zwei Punkte c und d, welche 
Figuren abc und abd congruent mit fgh liefern, und man bemerkt 
iiberdies, dass c und d auf verschiedenen Seiten der Geraden ab 
legen. 

IX. Grundsatz. — Sind zwei Figuren ab und fgh gegeben, 
fgh nicht in einer geraden Strecke enthalten, ab und fg con- 
gruent, und wird durch a@ und 0 eine ebene Flache gelegt, so kann 
man in dieser oder in ihrer Erweiterung genau zwei Punkte ¢ und 
d so angeben, dass die Figuren abe und abd der Figur fgh con- 
gruent sind, und zwar hat die Strecke cd mit der Strecke ab oder 
deren Verlingerung einen Punkt gemein. 

Mit anderen Worten, unter Beriicksichtigung friiherer Bemer- 
kungen: Sind zwei Figuren ab und fgh gegeben, fgh nicht in 
gerader Linie, und wird durch a Und b eine Ebene gelegt, so kann 


€ 


Fig. 40. 
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man in dieser — und zwar nicht bloss auf eine Art — den Punkt ¢ 
so angeben, dass die Winkel abc und fgh congruent sind; legen 
aber in einer Ebene die Punkte c und ¢ auf derselben Seite der 
Geraden ab, ‘so sind die Winkel abe und abc’ nicht congruent. 

Wenn wir aber jetzt von zwei Figuren abe und fghi ausgehen 
- und die Figuren abe und fgh als congruent voraussetzen, so werden 
wir zu einem analogen Grundsatze nicht gefiihrt. Liasst nimlich 
die Figur abc auf mehr als eine Art sich zu einer mit fghi con- 
gruenten Figur erweitern, etwa zu abcd und abce, so sind die 
Figuren abed und abce congruent. Bei der Frage, ob solche Fi- 
guren congruent sein kénnen, werden wir annehmen, dass sie 
keine Planfiguren sind; der andere Fall wird aus den friiheren 
Grundsitzen erledigt. Liegt nun d ausserhalb der Ebene abc, und 
wird mit abcd eine Figur afByd zum Decken gebracht, so stellt 
es sich als unmdglich heraus, abce und aByd zum Decken zu 
bringen. 

X. Grundsatz. — Zwei Figuren abcd und abce, deren Punkte 
nicht in ebenen Flichen legen, sind nicht congruent. 

Man gewinnt einen andern Ausdruck fiir diese Thatsache in 
foleender Betrachtung. 

Sind die Punkte abcd nicht in emer Kbene enthalten und 
wird die Gerade ab mit m bezeichnet, so entsteht ein ,, Winkel “ 
cmd mit der ,, Kante“ m und den Schenkeln mec und md. Hs sei 
die Figur aByd gegen die vorige beweglich; die Gerade af heisse wu. 
Man kann die Figuren gegen einander bewegen, bis die Schenkel 
me und wy sich decken (d. h. jeder Punkt des einen an einen 
Punkt des andern stésst, insbesondere jeder Punkt der Geraden m 
an einen Punkt der Geraden uw) oder die Schenkel md und wd. 
Tritt beides zugleich ein, so sagt man, die Winkel cmd und ywd 
seien zum Decken gebracht. Wenn die Figuren abcd und aByd 
sich decken kénnen, so gilt dies auch von den Winkeln cmd und 
yuo. — Sind auch die Punkte a’b’c'd’ nicht in einer Ebene ent- 
halten und bedeutet m’ die Gerade a’b’, so kann es vorkommen, dass 
ein Winkel ywo die beiden Winkel cmd und c'm'd zu decken ver- 
mag; die letzteren heissen alsdann congruent. Wenn die Figuren 
abed und a'b'c'd’ congruent sind, so sind es auch die Winkel emd 
und ¢m’d. Nehmen wir nun ausserhalb der Ebene abe den Punkt ¢ 
auf derselben Seite mit d, dann liegen tiberhaupt die Schenkel md 
und me auf derselben Seite der Ebene abc, mithin entweder der 
Schenkel md zwischen me und me (im Winkel cme) oder me zwi- 
schen me und md (im Winkel cmd). Man bemerkt aber, dass bei 
solcher Lage die Winkel emd und ¢eme nicht congruent sind. Daraus 
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folgt, dass die Figuren abcd und abce nicht congruent sind, wenn 
d und e auf derselben Seite der Ebene abc liegen. 

Nehmen wir endlich die Punkte di und e auf verschiedenen 
Seiten. der Ebene abc, so ist es der Unterschied zwischen Rechts 
und Links, welcher hier verwendet werden kann. Wenn niimlich 
ein Beobachter auf der Seite des Punktes d den geraden Weg von 
a nach 6 zuriicklegt, so ist ftir ihn der Punct ¢ entweder rechts 
oder links gelegen; geht der Beobachter jedoch auf die Seite des 
Punktes e tiber, so erscheint ihm rechts, was zuvor links gelegen 
war, und umgekehrt. Es seien nun abcd und .a'b'c'd congruente 
Figuren; die Figur aByod sei fahig beide zu decken. Dann tiber- 
tragen sich erfahrungsgemiiss die Bezeichnungen Rechts -und Links 
von der Figur abcd auf wByd, von dieser auf a’b’c'd in unver- 
anderter Weise. Da eine gleiche Uebertragung von der Figur abcd 
auf abce nicht stattfindet, sobald d und e auf verschiedenen Seiten 
der Ebene abe liegen, so sind solche Figuren nicht congruent. 
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In den vorstehenden Grundsitzen treten als Elemente von con- 
gruenten Figuren nur Punkte und zwar eigentliche Punkte auf. In 
den beigegebenen Erlaiuterungen ist zwar diese Hinschrankung nicht 
beobachtet worden; doch sollen fiir unsere ganze Entwickelung aus- 
schliesslich die Grundsitze massgebend sein, und ich werde dem- 
gemass im Folgenden nur diejenigen Thatsachen und Begriffe be- 
nutzen, welche in den Grundsiitzen tiber die congruenten Figuren 
oder, schon in friiheren Grundsi&tzen enthalten sind oder aus solchen 
abgeleitet werden. 

Wenn abca'b'c’ eigentliche Punkte, abe und a’b’c congruente 
Figuren, abc Pankte einer Geraden sind, so lehrt der dritte Grund- 
satz in § 13, dass auch a’b’c in eimer Geraden liegen; wenn also 
die eine von zwei congruenten Figuren eine gerade Punktreihe ist, 
so gilt dies auch von der andern; und wenn in der einen von zwei 
congruenten Figuren eine gerade Punktreihe auftritt, so bilden die 
homologen Punkte der andern ebenfalls eine gerade Punktreihe 
(VI. Grundsatz in § 13). Ist in der einen Punktreihe etwa ¢ zwi- 
schen a und b gelegen, so liegt in der homologen Reihe c¢’ zwi- 
schen a’ und Db’ (IJ. Grundsatz in § 13); durch die getrennte 
Lage zweier Paare der einen Reihe wird demnach die getrennte 
Lage der homologen Paare bedingt. 

Es soll fortan gestattet sein, die Verbindungslinie zweier Punkte 
der einen Figur zugleich mit der Verbindungslinie der homologen 
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Punkte der congruenten Figur in die betreffenden Figuren aufzu- 
nebmen, welche auch nach einer solchen Erweiterung congruent 
genannt werden; die beiden (eigentlichen) Geraden heissen homo- 
log. So oft in der einen Figur ein Punkt und eine Gerade an- 
einanderliegen, gilt dasselbe von den homologen Hlementen; so oft 
in der einen Figur zwei Geraden sich in einem eigentlichen Punkte 
schneiden, gilt dasselbe von den homologen Geraden, und zwar 
kénnen die Durchschnittspunkte als homologe Punkte hinzuge- 
nommen werden. 

Wenn abcda'b'cd’ eigentliche Punkte, abcd und abcd 
congruente Figuren, abcd Punkte einer Kbene sind, so miissen 
auch a’ b’c'd’ in einer Ebene legen; denn nach dem 12. Lehrsatze 
des § 2 haben entweder die Geraden ad und be, oder bd und ae, 
oder cd und ab einen eigentlichen Punkt gemein, und das Gleiche 
gilt also von den homologen Geraden. Wenn daher die eine von 
zwei congruenten Figuren oder ein Theil von ihr aus Punkten einer 
Ebene besteht, so liegen auch die homologen Punkte der andern 
Figur in einer Ebene. Wir wollen fortan zulassen, dass die Ebene 
dreier (nicht in einer Geraden gelegenen) Punkte der einen Figur 
zugleich mit der Ebene der homologen Punkte zu den betreffenden 
Figuren hinzugerechnet werde; auch nach der Erweiterung sollen 
die Figuren congruent, die beiden (eigentlichen) Hbenen homolog 
heissen.. So oft alsdann in der einen Figur ein Punkt und eine 
Hbene, oder eine Gerade und eine Ebene aneinanderliegen, gilt 
dasselbe von den homologen Elementen; so oft in der einen Figur 
zwei Kbenen in einer eigentlichen Geraden, oder eine Gerade und 
eine Kbene in einem eigentlichen Punkte sich schneiden, erfolgt 
‘dasselbe bei den homologen Elementen, und zwar kénnen die Durch- 
schnittslinien resp. Durchschnittspunkte als homologe Elemente 
hinzutreten. 

Ueberhaupt kommt jede Higenschaft von Elementen 
der einen Figur, welche sich nur auf das Aneinander- 
liegen der Klemente und die Anordnung von Punkten 
in Geraden bezieht, auch den homologen Elementen der 
congruenten Figur zu. Insbesondere wenn in der einen Figur 
zwei Paare von Geraden eines eigentlichen Biischels getrennt liegen, 
so gilt das Gleiche fiir die homologen Geraden. 

Zu gegebenen congruenten Figuren, die aus eigentlichen Punkten 
bestehen, konnten eigentliche Geraden und Hbenen, welche jene 
Punkte verbinden, hinzugenommen werden. Aber der achte Grund- 
satz des § 13 gewahrt auch die Méglichkeit, die Figuren durch be- 
liebige eigentliche Punkte und in Folge dessen, wie sich zeigen 
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wird, tiberhaupt durch beliebige Elemente zu erweitern. Um nun beur- 
theilen zu kénnen, wieweit dabei eine bestimmte Zuordnung von homo- 
logen Elementen eintritt, miissen einige Siitze eingeschaltet werden. 

Wenn fghik eigentliche Punkte sind, fgh nicht in gerader Linie, 
so sind die Figuren fghi und fghk nicht congruent. Zam Beweise 
nehme ich ausserhalb der Ebene fgh den eigentlichen Punkt 1 be- 
liebig, von 7 verschieden; da die Ebenen fgl, fhl, ghl nur den 
Punkt / gemein haben, so wird mindestens eine von ihnen den 
Punkt 7 nicht enthalten, etwa die Ebene fgl. Waren nun die Fi- 
guren fghi und fghk congruent, so kénnte man den eigentlichen 
Punkt m so angehen, dass fghil und fghkm, mithin auch fghl 
und fghm congruent sind, und da dann fghm so wenig wie fghl 
in einer Ebene liegen, so kénnte (X. Grundsatz in § 13) m von 1 
nicht verschieden sein; es wiiren also die Figuren fgil und fgkl 
keine Planfiguren und dennoch congruent, im Widerspruch mit 
demselben Grundsatze. 

Wenn abcdfghik eigentliche Punkte sind, abc nicht im gerader 
Lime, abed und fghi congruente Figuren, so sind die Figuren abcd 
und fghk nicht congruent. Denn es liegen dann auch fgh nicht in 
gerader Linie; waren nun abcd und fghk congruent, so waren es 
(VIL Grundsatz in § 13) auch fghi und fghk, im Widerspruch 
zum vorigen Satze. 

Die aus eigentlichen Punkten bestehenden Figuren abed, fght 
und fghk konnen also nur dann unter einander congruent sein, wenn 
entweder 1 und k zusammenfallen oder abc in einer Geraden legen. 

Dies vorangeschickt, seien /' und EF” zwei congruente Figuren, 
und zwar werde vorausgesetzt, dass in der Figur / drei nicht in 
gerader Linie gelegene (eigentliche) Punkte abc vorkommen; die 
homologen Punkte a’b’c’ in der Figur £” sind dann auch nicht in 
gerader Linie gelegen. Wird mit d irgend ein eigentlicher Punkt 
(von abc verschieden) bezeichnet, so gehért entweder d zur Figur 
F — und dann sei d’ der homologe Punkt der Figur #” — oder 
man kann d zu F' hinzufiigen und #” um einen eigentlichen Punkt 
d’ so erweitern, dass wieder congruente Figuren entstehen. In 
beiden Fiillen sind die Figuren abcd und a'b’¢d' congruent; folglich 
ist d’ durch abcdab'c oder durch d und die zwischen den Figu- 
ren I’, I” gegebene Beziehung (Congruenz) bestimmt. Wenn wir 
daher sagen: d und d’ ‘sind homologe Punkte bei der z2wi- 
sehen F und F” gegebenen Congruenz, so ist zu jedem 
eigentlichen Punkte ein und nur ein homologer eigentlicher Punkt 
vorhanden. Wird nun weiter mit g irgend eine eigentliche Gerade 
bezeichnet, sie mag zur Figur / gehdren cder nicht, und sind ef 
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eigentliche Punkte von g, ¢f’ die homoiogen Punkte,.g’ deren Ver- 
bindungslinie, so ist g’ durch g vollig bestimmt, und wir sagen: 
g und g’ sind homologe Geraden bei der gegebenen Con- 
gruenz. Wird endlich mit P irgend eine eigentliche Ebene be- 
zeichnet, und sind in ihr hik drei eigentliche Punkte, nicht in 
gerader Linie, h’i’k’ die homologen Punkte, P’ deren Ebene, so ist 
auch P’ durch P bestimmt, und wir nennen die Kbenen PP’ 
homolog bei der Congruenz FF’. Vermége dieser Congruenz 
wird also jeder nur aus eigentlichen Punkten, Geraden und Ebenen 
bestehenden Figur eine voéllig bestimmte Figur, nimlich die aus 
den homologen Hlementen zusammengesetzte, als homologe ent- 
sprechen, und je zwei homologe Figuren werden congruent sein. 
Zur Begriindung eines solchen Entsprechens sind zwei congruente 
Figuren von der Beschaffenheit wie abc und a'b’c geniigend. 

Aber das Entsprechen bleibt nicht auf eigentliche Elemente 
beschrankt. Es sei d ein beliebiger Punkt; man wahle irgend zwei 
durch ihn gehende eigentliche Geraden /m, bestimme die homo- 
logen Geraden Um’ und bezeichne den Punkt I'm’ mit d’. Dann 
ist unter Festhaltung der Congruenz Ff’ der Punkt d’ durch d 
bestimmt, da zu einem Strahlenbiindel als homologe Figur ein 
Strahlenbiindel gehort. Wir nennen d und d’ homologe Punkte; 
es ist dann jedem Punkte ein und nur ein homologer Punkt zuzu- 
ordnen, und wenn der eine von zwei solchen Punkten ein eigent- 
licher Punkt ist, so ist es auch der andere. 

Wird jetzt in einer eigentlichen Geraden oder Kbene ein be- 
liebiger Punkt angenommen, so liegt der homologe Punkt in der 
homologen Geraden oder Ebene. Punkten auf einer beliebigen 
Geraden oder auf einer beliebigen Ebene entsprechen ebensolche 
Punkte. Getrennten Punktpaaren auf einer Geraden ensprechen eben- 
solehe Punktpaare. 

Somit unterliegt es keiner Schwierigkeit, auch jeder Geraden 
eine bestimmte homologe Gerade und jeder Ebene eine bestimmte 
homologe Ebene zuzuordnen, Dadurch aber erhalt man zu jeder 
(aus beliebigen Punkten, Geraden und Ebenen bestehenden) Figur 
eine bestimmte homologe Figur, und wenn wir je zwei solche Fi- 
guren congruent nennen, so gelten folgende Si&tze: 

1. Congruente Figuren haben alle graphischen Higenschaften 
gemein. 

2. Wenn zwei Figuren congruent sind, so sind auch ihre homo- 
logen Theile congruent. 

Jede Figur ist sich selbst congruent. Zwei Punkte werden alle- 
mal zu den congruenten Figuren gerechnet. 
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3. Wenn zwei Figuren einer dritten congruent sind, so sind 
sie elmander congruent. 

Sobald also in der einen von zwei congruenten Figuren con- 
gruente Theile vorkommen, so sind auch die homologen Theile der 
andern Figur congruent. 

4. Bei congruenten Figuren ist jedem eigentlichen Punkte der 
einen ein eigentlicher Punkt der andern zugeordnet, mithin jedem 
eigentlichen Elemente der einen ein eigentliches der andern. 

5. Wird von zwei congruenten Figuren die eine um beliebige 
HKlemente erweitert, so kann man die andere so erweitern, dass 
wieder congruente Figuren entstehen. 

Auch eine solche Erweiterung werden wir zu den ,, Construc- 
tionen“ rechnen. < 

6. Haben zwei congruente Figuren drei eigentliche Punkte, 
welche nicht in einer Geraden liegen, entsprechend gemein, so 
haben sie alle Elemente entsprechend gemein. 

“7. Haben zwei congruente gerade Punktreihen zwei eigentliche 
Punkte entsprechend gemein, so haben sie alle Punkte entsprechend 
gemein. 

Beweis. — Es seien ce zwei homologe beliebige Punkte in 
congruenten geraden Punktreihen, welche die eigentlichen Punkte 
ab entsprechend gemein haben, ferner d der vierte harmonische 
Punkt zu abc, d’ der homologe Punkt, also auch abcd’ harmo- 
nisch. Ist ¢ ein eigentlicher Punkt zwischen a und b, also im 
Schenkel ab, so liegt auch c im Schenkel ab und ist mithin von ¢ 
nicht verschieden. Bei anderer Lage: von ¢ ist d ein eigentlicher 
Punkt zwischen a und } und fallt demnach mit d zusammen, so 
dass wieder ¢ und ¢’ identisch sind. 

Der erste, vierte und fiinfte*) Grundsatz des § 13 sind bisher 
noch nicht zur Anwendung gekommen. Nach dem ersten Grundsatze 
sind die Figuren AB und BA, wo A und B eigentliche Punkte 
bedeuten sollen, congruent. Die Strecke AB kann also tiber B 

: hinaus bis zum eigentlichen Punkte C 

S t s: derart verlangert werden, dass 6A und 
BC, mithn AB, BA, BC und CB 

congruente Figuren sind. Alsdann wird B die Mitte der Strecke 
AC (oder CA) genannt, und kein anderer eigentlicher Punkt b der 
Geraden AC besitzt die Higenschaft, congruente Strecken )A und 
bC zu liefern. In der That sind die Figuren AC und CA con- 
gruent, und man kann B’ angeben, so dass ACB und CAB’ con- 


*) Der vierte wird in § 15, der fiinfte in § 19 gebraucht. 
8* 
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groent sind; dann ist aber B’ mit B im Schenkel AC gelegen und 
AB’ mit AB congruent, B’ mit B identisch. Also sind die Fi- 
guren ABC und CBA congruent. Waren noch die Strecken 64 
und bC congruent, also 6 in der Strecke AC gelegen, so waren 
auch die Figuren ABCb und CBAb congruent, im Widerspruch 
mit Satz 7. Wenn wir aber unter D den vierten harmonischen 
Punkt zu ACB verstehen und D’ so einfiihren, dass ACBD und 
CABD’ congruent sind, so muss das Gebilde CA BD’ harmonisch, 
D' mit D identisch und ABCD mit CBAD congruent sein. Man 
schliesst daraus, dass D kein eigentlicher Punkt sein kann. Sucht 
man zu den beiden Endpunkten und der Mitte einer 
Strecke den vierten harmonischen Punkt, so wird man 
zu einem uneigentlichen Punkte gefithrt. 

In jeder Strecke fg ist eine Mitte vorhanden, deren Construction 
sich aus den bisherigen Sttzen ergiebt. Wird nimlich ausserhalb der 
Geraden fg ein eigentlicher Punkt ¢ beliebig angenommen, so exi- 
stirt im der Ebene cfg ein®* be- 
stimmter eigentlicher Punkt d, 
welcher mit c auf derselben Seite 
der Geraden fg liegt uud con- 
eruente Figuren fge und fgd 
liefert; bei geeigneter Wahl des 
-Punktes ¢ wird d von ¢ verschie- 
den ausfallen. Die Congruenz, 
bei welcher fg, gf, cd Paare von 
Homolosen Punkten sind, lasst sich auf jedes andere Klement und 
zwar nur in bestimmter Weise ausdehnen. Die Ebene cfg und die 
Gerade fg entsprechen sich selbst. Sollen demnach dd’ homologe 
Punkte sein, also die Figuren fgc, gfd, fgd’ congruent, so muss 
d’ in der Ebene cfg legen, aber d und d@’ (mithin ¢ und d’) nicht 
auf verschiedenen Seiten der Geraden fg, d. h. es miissen ¢ und d@’ 
zusammenfallen. Wir haben somit noch de als homologe Punkte, 
cf dg, dg cf, eg df, df cg als Paare von homologen Geraden, wih- 
rend die Gerade cd sich selbst entspricht. Da die Schenkel fc und 
fd auf derselben Seite der Geraden fg liegen, so liegt entweder 
der Schenkel fd zwischen den Schenkeln fe und fg oder (der Schen- 
kel fe zwischen den Schenkeln fd und fg und im letzteren Falle) 
der Schenkel gd zwischen den Schenkeln gc und gf. Hs mag das 
erstere zutreffen; dann schneiden sich cg und df in einem eigent- 
lichen Punkte a, der sich selbst entspricht und zu den Strecken cg 
und df gehért; zugleich ist ersichtlich, dass die Schenkel fd und 
fg auf derselben Seite der Geraden cf liegen. Bisher sind nur 
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eigentliche Elemente vorgekommen; die Geraden cf und dg haben 
jedoch einen Punkt 6 gemein, welcher kein eigentlicher zu sein 
braucht. Der Punkt 6 und mithin die Gerade ab entsprechen sich 
seibst. Es befinden sich d und f auf verschiedenen Seiten dieser 
Geraden, d und g auf derselben Seite, also f und g auf verschie- 
denen Seiten; folglich begegnen sich ab und fg in einem eigent- 
lichen Punkte h. Auch dieser Punkt ist sich selbst homolog; also 
ist er die Mitte der Strecke fg. 


Noch ein sich selbst homologer Punkt in der Geraden fg ist 
vorhanden, aber ein uneigentlicher Punkt, namlich der Durchschnitts- 
punkt & der Geraden cd und fg, der vierte harmonische Punkt zu 
fgh. In der Geraden ab entspricht jeder Punkt sich selbst. Ausser 
dem Punkte & und den Punkten der Geraden ab treten keine sich 
selbst homologen Punkte auf. 


Die Punkte fg werden durh hk harmonisch getrennt. Werden 
sie durch wv ebenfalls harmonisch getrennt, und gehort etwa v zur 
Strecke fg, so werden entweder fk durch gw oder gk durch fu ge- 
trennt. Wenn fk und gw getrennt liegen, so sind (§ 11 Seite 90) 
auch fh durch gv getrennt, d. h. v ein Punkt der Strecke fh; als- 
dann gehoért der homologe Punkt vo’ zur Strecke gh, und ein Theil 
(§ 1, Definition 1 und Lehrsatz 2) der Strecke gv, namlich gv’, ist 
fv congruent. Wenn die eigentlichen Punkte fguv harmomsch sind, 
f zwischen wu und g gelegen, so ist die Strecke fv klemer als gv. 


Von zwei Strecken heisst nimlich die eine kleiner als die 
andere, wenn jene einem Theile der letzteren congruent ist. In 
einer Geraden seien die Strecken ab und cd congruent, ¢ zwischen 

a und b gelegen, d etwa im Schenkel 

: 4 ¢b, und es werde der eigentliche Punkt 

- | } ~ é bestimmt, welcher congruente Figu- 

ren abc und dcc’ liefert; dann sind die 

Strecken cb und cc’ congruent, c’ liegt zwischen ¢ und d, also im 

Schenkel cb; folglich fallt 6 mit c’ zusammen, zwischen ¢ und d. 

Damit ist bewiesen, dass keine Strecke einem ihrer Theile con- 

gruent ist. Sind also zwei Strecken ab und cd beliebig gegeben, 

so ist ab entweder cd congruent, oder kleiner als cd (cd grosser 

als ab), oder grosser als cd, und zwar schliesst jede dieser Még- 
lichkeiten die beiden anderen aus. 


Wenn die Strecke I kleiner oder grésser ist als die Strecke II, 
so ist sie auch kleiner resp. grésser als jede mit II congruente 
Strecke, Wenn die Strecke I kleiner ist als die Strecke II, diese . 
kleiner als die Strecke III, so ist I kleiner als IM. Wenn die Strecke | 
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aus den Theilen 1 und 2, die Stecke IJ aus den Theilen 3 und 4 
besteht, und es ist 1 kleiner als 3, 2 nicht grésser als 4, so ist I 
kleiner als II. 
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Die Lehre von den congruenten Figuren wollen wir zunachst 
benutzen, um die Stammsiitze der projectiven Geometrie zu vervoll- 
stindigen. Dabei muss wieder die Bestimmung festgehalten werden, 
wonach alle in die Betrachtung eingehenden Elemente eine Figur 
bilden. 


In einer Geraden seien vier eigentliche Punkte AB, B,P ge- 
geben, B, zwischen A und P, B, zwischen A und B,. Aus AB, B, 
werden neue Punkte B,B,B,... durch Construction gewonnen, und 
zwar sollen AB, B,B,, AB,B,B,, AB, B,B,,... harmonische 
Gebilde sein, Ferner werde die Strecke B,B, um die congruente 
Strecke B, C, verlingert, diese um die congruente Strecke C,C,, 
diese um die congruente Strecke C,C, u.s.f. Wenn B, zur Strecke 
AP gehért (also zur Strecke 6, P), so ist B,B, grosser als By B,, 


0,0,0,05C; 


4 PEED Ie INV AP la erage ee Ba 
d. i. grésser als B,C,, also AB, grésser als 4C,, Wenn auch B, 
zur Strecke AP gehdért (also zur Strecke B,P), so ist B,B, grésser 
als B,B,, mithin grésser als C,C,, also AB, grésser als AC,. 
Wenn auch B, zur Strecke AP gehért (also zur Strecke B, P), so 
ist B,B, groésser als B,B,, mithin grésser als C,C,, also AB, 
grésser als AC,, u.s.f. Nun giebt es (LV. Grundsatz in § 13) in 
der Reihe der Strecken B,C,, C,C,, ... eine bestimmte C,C, +1, 
welche den Punkt P enthilt (nothigenfalls ist B, fiir C, zu neh- 
men). Folglich giebt es in der Reihe der Punkte B, B, B,... 
eimen bestimmten 5,41, dem nur Punkte der Strecke AP voran- 
gehen, wihrend er selbst zur Strecke AP nicht gehért; B, fallt 
dann entweder mit P zusammen oder wird von B34, durch A und 
P getrennt. 

Diese Betrachtung lisst sich derart verallgemeinern, dass sie 
in jeder Geraden méglich wird. Sind AB) B, beliebige Punkte in 
einer Geraden, so lasst sich aus ihnen eine gewisse Reihe von 
Punkten B,B,B,... durch Construction gewinnen; es sollen nim- 


ich AB,B,B,, AB,B,B,, AB,B,B,,... harmonische Gebilde 
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sein. Auf eine solche Figur mag der Ausdruck Netz*) angewendet 
werden, und zwar wollen wir B, den ersten Punkt des Netzes 
nennen, 6, den zweiten u. s. w., A den Grenzpunkt, B, den 
Nullpunkt. Das Netz ist durch seinen Grenzpunkt, Nullpunkt 
und ersten Punkt bestimmt, so dass es erlaubt sein wird, vom 
»Netze AB,B,“ zu sprechen. — Da bei ausgeschlossenem A der 
‘Punkt B, zwischen B, und B,, B, zwischen B, und B,, B, 2zwi- 
schen B, und B, u. s. w., folglich B; und B, zwischen B, und B,, 
B, und B, zwischen B, und B,, B,B,B, zwischen By, und B,, — 
tiberhaupt B,B,..B,_1 zwischen B, und B, liegen, so kann B, 
mit keinem der Punkte AB)B,..Bi-1 zusammenfallen. Die 
Punkte des Netzes sind vom Grenzpunkte und von einander verschieden. 

Wird eine gerade Punktrethe AB) B,B, nach abobybz projicirt, 
und ist B, der  Punkt des Netzes AB,B,, so ist auch b, der A” 
Punkt des Netzes aby b,. 

Wir kénnen dies anwenden, wenn in einer Geraden f drei 
Punkte 4B, 6, gegeben sind und B, so gesucht wird, dass 
B, sich als nter 
Puukt des Netzes 
A B, B, ergiebt. 
Durch A wird die 
Gerade g__ beliebig 
gezogen, in ihr der 
Punkt @, in der Ge- 
raden By « der Punkt 
P, angenommen, P,, 
als mt Punkt des 
Netzes AB, P, con- 
Strutt, , alls. Ly 
auf g nach 6 und endlich #6 aus P, auf f nach B, projicirt; B, ist 
eindeutig bestummt. 

Ist in der Geraden f ausserdem noch C,, gegeben und C, so 
gesucht, dass der nte Punkt des Netzes AB,C, nach C, fallt, so 
projicire man C,, aus P, auf g nach y, und y aus P, auf / nach C;. 
Man bemerkt dann noch, dass sich AL) L,C, aus P, nach Aapy, 
diese aus P, nach AB, B,C, projiciren. Werden also AC, durch 
B,B, getrennt, so werden auch AC, durch B,B, getrennt. 

Es seien jetzt vier beliebige Punkte AB, B, P in einer Ge- 
raden f angenommen, und zwar AB, durch BP getrennt. Man 


Fig. 42. 


*) Im Anschluss an Mobius, der barycentrische Calctil, zweiter Ab- 
schnitt, sechstes Capitel. 
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kann sie stets aus einem eigentlichen Punkte S nach eigentlichen 
Punkten ab,b,p derart projiciren, dass b, zwischen a und p, by 
zwischen a und 0, zu liegen 


S kommt, und alsdann die po- 

JAW sitive ganze Zahl n so an- 

hee gale geben, dass der ne Punkt b, 

F: Dae Ao NaN ete des Netzes ab)b, entweder 

Wa : A Ne mit p zusammenfallt oder 

ta aGn Gh oR = Pp B,., vom (7 + 1) b, 4.1 durch a 
oy ae _ und p getrennt wird. Werden 


b, und b,4, aus S auf die 
Gerade AP nach B, und B, 41 projicirt, so ist B, der n°, By41 
der (n + 1)te Punkt des Netzes AB, B,. 

Werden in einer Geraden die Punkte AB, durch BP 
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl m so an- 
geben, dass der nte Punkt des Netzes AB, Bb, entweder 
mit P zusammenfallt oder vom (n+ 1) durch A und P 
getrennt wird. Es werden dann auch 6, B,41 durch AP 
getrennt. 

Dies ist ein graphisches Theorem, bei dessen Beweise der Be- 
griff der Congruenz benutzt worden ist. Indem wir es mit anderen 
und zwar nur mit graphischen Theoremen verbinden, gelangen wir 
zu den graphischen Satzen, um die es sich jetzt noch handelt. 


Zuerst werde die Construction des Netzes AB, B, in der Ge- 
raden f naher ‘erdrtert. Durch A ziehen wir eine Gerade g und 


Fig. 44. 


nehmen den Punkt P in der Ebene fg beliebig, ausserhalb f und g. 
Aus P mégen 5, B, auf g nach C,C, projicirt werden, die Geraden A P 
und B,C, mégen sich in Q@ begegnen, und aus @ werde C, auf 
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nach B, projicirt; dann sind die Punkte AB,B,B, harmonisch, 
also B, der zweite Punkt des Netzes AB,B,. Wird B, aus P auf 
g nach C,, sodann QC, aus @ auf f nach B, projicirt, so ist B, der 
dritte Punkt des Netzes. Wenn tiberhaupt B,, der nte Punkt des 
Netzes 4 B,B,, aus P auf g nach C,, sodann C,, aus Q auf f nach 
B, +1 projicirt wird, so ist B,+, der (mn + 1) Punkt. 

Der Durchschnittspunkt der Geraden C,B, und C,B, werde 
mit h, der der Geraden f und PR mit VM bezeichnet. Da AB, B, By 
und AC,C,C) harmonische Gebilde sind, so wird B, aus R auf g 
nach C, projicirt, d. h. die Gerade C, B; geht durch R. Da AB, BB, 
und AC,C,C, harmonische Gebilde sind, so geht die Gerade B,C, 
ebenfalls durch R. Folglich werden nicht bloss die Punkte B, B,, 
sondern auch die Punkte B)B, durch AM harmonisch getrennt. 
Zu den Punkten B,B,A und B,B,A gehort derselbe vierte har- 
monische Punkt. 

Hieran mag die Erklarung eines allgemeineren Begriffes ange- 
kniipft werden, auf welchen der des Netzes sich zuriickfiihren lisst. 
Wenn nimlich Abcb’c Punkte in einer Geraden sind und zu be'A 
derselbe vierte harmonische Punkt M wie zu cb’A gehort, so will 
ich sagen, die Paare bc und U’c’ seien Aquivalent fiir den Grenz- 
punkt A. Dabei sollen bcb’c von A verschieden sein; dagegen 
brauchen sie nicht unter sich verschieden zu sein, und zwar ist, 
wenn 0’ mit c zusammenfallt, c fiir JZ zu nehmen, ebenso b, wenn 
é¢ mit b zusammenfallt. — Sind bc und b'é fiir irgend cinen Punkt 
diquivaient, so werden be durch cb’ nicht getrennt (§ 11 Seite 90). 

Bei Festhaltung des Grenzpunktes folgt sofort: Jedes Paar be 
ist sich selbst Aaquivalent; sind die Paare bc und b'c Aquivalent, so 
sind es auch b’c und be, cb und ¢v, bb’ und cé u. s. w.; und 
wenn dann 0 mit ¢ zusammenfallt, so kann auch 6’ nicht von ¢ 
verschieden sein. 

Der Begriff der aiquivalenten Paare lasst sich, ebenso wie der 
des Netzes, auf Strahlenbiischel und Ebenenbiischel tibertragen. 
Beides sind graphische Begriffe und sich selbst reciprok. Wenn 
sie in der einen von zwei perspectiven Figuren anwendbar sind, so 
lassen sie sich auch auf die homologen Elemente der andern Figur 
anwenden. 

Es seien in einer Geraden f die Paare bc und b’c aquivalent — 
fir den Grenzpunkt A, d. h. ein Punkt M vierter harmonischer 
Punkt zu 6¢A und cb’'A (oder M mit ¢ identisch, wenn 0b’ in ¢ 
fallt u.s. w.). Durch A werde noch eine Gerade g gezogen, der 
Punkt P in der Ebene fg ausserhalb f und g angenommen, bc bc M 
aus P auf g nach By’ yw projicirt, und endlich der vierte harmo- 
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nische Punkt zu Mu P mit R bezeichnet. Alsdann miissen by’ und 
Bc, ebenso cB’ und b’y im Punkte #& sich begegnen. Schneiden sich- 


nun die Geraden 0’6 und cy (vorausgesetzt dass sie verschieden 
sind) in Q, so sind die Strahlen f, g, AR, AQ harmonisch, aber 
auch die Strahlen f,g, AR,.AP, also AP und AQ identisch. Dem- 
nach haben die Geraden 0’8 und cy stets emen Punkt @ der Ge- 
raden AP mit eiander gemein. 

Hieraus ergiebt sich zunichst, dass Abcb’c’ durch wiederholte 
Projection nach Ac b’cb iibergefiihrt werden kénnen; es werden 
Abcb'c aus P nach AByf'y’, diese aus R nach Ac’b’cb projicirt. 
Sind also in emer Geraden die Paare be und b'c dquvalent fiir 
den Grenzepunkt A und werden bé durch Ab’. getrennt, so werden 
bce auch durch Ac getrennt. Ausserdem erhalten wir folgende Con- 
struction des Punktes c’, wenn in einer Geraden f die Punkte AbcO’ 
gegeben sind und die Paare bg, b'c fiir A aquivalent werden sollen. 
Man ziehe nimlich durch A noch eine Gerade g, nehme in der 
Ebene fg den Punkt P ausserhalb f und g beliebig, projicire bc 
aus P auf g nach By, 6 aus b’ auf AP nach Q, endlich y aus Y 
auf f nach ¢. Der Punkt c ist somit stets vorhanden und vdllig 
bestimmt. 


Treten nun in der Geraden f noch die Punkte d und d’ so 
hinzu, dass auch die Paare cd und cd fiir A Aquivalent sind, so 
begegnen sich die Strahlen Pd und Qd’ auf der Geraden g, etwa 
in 0, und folglich sind auch die Paare bd und bd’ aquivalent. Aus 
P werden Abcd nach AByd, diese aus Q nach Ab’c'd’ projicirt. 
Wenn also in einer Geraden die Paare be und b'¢ fiir den Grene- 
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punkt A dquivalent sind, ebenso die Paare cd und cd’, so sind es 
auch die Paare bd und bd’; man kann dann Abcd durch wieder- 
holte Projection nach Ab'c'd’ tiberftihren, wnd wenn be durch Ad 
getrennt werden, so werden auch b'c durch Ad’ getrennt. 


Sind in emer Geraden f die Paare bc und bc dquivalent fiir 
den Grenepunkt A, ebenso die Paare be und b,c,, so sind es auch 
die Paare bc’ wnd b,¢,. Denn zieht man durch A die Gerade g 
beliebig, nimmt den Punkt P in der Ebene fg (ausserhalb f und g) 
und projicirt be aus P auf g nach By, so treffen sich die Strahlen 
b'B und cy in einem Punkte Q der Geraden AP, ebenso die Strahlen 
6,8 und c,y in einem Punkte S dieser Geraden. Daraus folet un- 
mittelbar die Behauptung. 


Auf den Begriff der Aequivalenz lisst sich der des Netzes fol- 
gendermassen zurtickfiihren. Wahlen wir z. B. ein Netz in einer 
Geraden, A als Grenzpunkt, B, als Nullpunkt, B, als ersten Punkt; 
nennen wir 6, den zweiten Punkt u. s. w. Dann sind B,B, und 
B, B, aquivalente Paare fiir A, ebenso B,B, und B,B, u.s. f. Da- 
durch werden die Punkte B,B,... unter Festhaltung von ABB, 
vollkommen bestimmt. Nach dem vorigen Satze sind die Paare 
B,B,41 und B,B, 41 aquivalent fiir den Grenzpunkt A, wenn A 
und uw beliebige (nicht negative) ganze Zahlen sind. 

Die vorstehenden Satze sind gesammelt worden, um einen zur 
Begriindung der projectiven Geometrie unentbehrlichen Satz zu be- 
weisen. Die Frage, um die es sich handelt, tritt auf, wenn vier 
Punkte ABCD in einer Geraden wiederholt projicirt werden, bis 
man in jene Gerade zuriickgelangt. Es kann dabei vorkommen, dass 
die letzten Projectionen von drei gegebenen Punkten mit diesen 
selbst zusammenfallen; dann gilt vom vierten Punkte dasselbe, wie 
jetzt bewiesen werden soll. 

Ich setze also voraus, dass ABCD durch wiederholte Projec- 
tion nach ABCE ibergefiihrt worden sind, und habe zu zeigen, 
dass D mit H zusammenfiallt. 

Zu dem Ende werde die Annahme, dass D von I’ verschieden 
sei, gepriift. Bei geeigneter Bezeichnungsweise werden AC durch BD 
und mithin auch durch BE getrennt. Bei ausgeschlossenem B legen 
dann D und EF zwischen A und C, folglich entweder D zwischen 


F C, CZ Chat 


A B GB, C B, D : E 
A und EF oder FE zwischen A und D; es mag das letztere statt- 
finden, d. h. AD durch BE getrennt sein, folglich auch AD und 
BD durch CE. Man mache nun das Paar BB, dem Paare DE fiir 
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den Grenzpunkt A Aquivalent; dann sind BE durch AB, getrennt, 
aber AB nicht durch B,C. Construirt man also das Netz ABB,, 
so gelangt man jedenfalls zu einem Punkte B, (m ist eine positive 
ganze Zahl und kann 1 sein), der von B durch AC getrennt wird; 
man kann dann weiter den Punkt C, so bestimmen, dass C als m‘ 
Punkt des Netzes ABC, herauskommt (C, kann mit C zusammen- 
fallen); dabei werden AC, durch BB, getrennt, ferner (wenn C 
von C, verschieden) AC, durch BC, folglich jedenfalls auch AC, 
durch BD. Jetzt werde das Netz ABC, so weit verfolgt, bis 
einer seiner Punkte C, mit D zusammenfallt oder von C,4.1 durch 
A und D getrennt wird, wobei die Paare BC, und C,Cj41 fiir 
den Grenzpunkt A iquivalent sind; endlich mache man fiir den- 
selben Grenzpunkt die Paare BF’ und GC, dem Paare C,D Aaqui- 
valent. (Ist C, nicht von D verschieden, so fallt / mit B, G mit 
C, zusammen.) Wie die vorangeschickten Sitze lehren, sind auch 
die Paare #'C, und DC, 41 aquivalent, ferner BG und F'C,, folg- 
lich BG, und DCz+1; tiberdies werden (wenn C, von D verschie- 
den) BC, durch AF’ und mithin durch AG getrennt; folglich 
jedenfalls BB, durch AG und weiter DE durch AC,+41. Daraus 
folgt aber, dass AD durch BCQz41, ACi+1 durch BE getrennt 
werden. Wenn man nun die Projectionen, denen nach unserer 
Voraussetzung die Punkte ABCD unterworfen wurden, auf das 
Gebilde ABCDC,C, 41 ausdehnt, so gelangt man in die gegebene 
Gerade zuriick, und zwar entsprechen die Punkte ABC sich selbst, 
demnach auch die Punkte C,C,41, wahrend D als von dem ent- 
sprechenden Punkte H verschieden angenommen war. Der Annahme 
zufolge wiirden daher BC,+41, welche nach dem Vorigen durch AD 
getrennt werden, auch durch AF und zugleich AC,41 durch BE 
getrennt werden, woraus sich die Unzulassigkeit der Annahme ergiebt. 
_ Das vorstehende Beweisverfahren lasst sich leicht auch auf fol- 
genden Satz anwenden: Wenn die Gebilde ABCD und ABCE 
je aus vier verschiedenen Elementen einer Punktreihe oder eines 
Strahlenbiischels oder eines Ebenenbiischels bestehen und alle graphi- 
schen Eigenschaften gemein haben, so fallt D mit E zusammen. 
Drei Punkte ABC, welche in einer Geraden beliebig gegeben 
smd, konnen allemal nach drei Punkten «By, welche in derselber 
oder im emer andern Geraden beliebig gegeben sind, durch ein- oder 
mehrmalige Projection tibertragen werden. Sind namlich die Gerader 
AB und «B von einander verschieden, aber ABC und wy nich 
perspectiv, auch etwa @ nicht in AB gelegen, so ziehe man durel 
« eine Gerade, welche AB schneidet (nicht in A), und projicir 
ABC aus einem Punkte Ae auf diese Gerade nach «o BC’; di 
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Punktreihen «B’C’ und «By sind alsdann perspectiv. Fallen die 
Geraden AB und wf zusammen, und ist abe irgend eine Projec- 
tion von ABC, so kann man von abe 
zu «By durch eine oder zwei Projectio- 

nen gelangen. 
Wenn ABCD vier verschiedene 
Punkte in einer Geraden sind,, 
: —  ebenso afyd, und die Gebilde 
224 ee a ABCD und aByd haben alle gra- 
‘ phischen Higenschaften gemein, 
so kann man von einem zum an- 
dern durch eine oder mehrere 
Projectionen gelangen. Denn die. 
Punkte w@By kann man durch ein- oder 
mehrmalige Projection nach ABC iiber- 
fiihren. Wendet man dieselben Projectionen zugleich auf 6 an, so mag 
sich # ergeben. Ware nun D von FE verschieden, so kénnte man C, 
und (,4;, wie vorhin construiren; es wire C der nt®, C41 der 
(A -+- 1) Punkt des Netzes ABC,, BOji1 durch AD, ACi+1 
durch BH getrennt. Man fiihre noch y, und 7,41 derart ein, dass 
y der n° und y,4, der (A + 1)* Punkt des Netzes aBy, wird; es 
waren dann #y,+, durch «0 getrennt, folglich auch BC,+, durch 
AF, zugleich nach Obigem AC,4.1 durch BH, was unméglich ist. 

Die Umkehrung dieses Satzes wird im 17*e? Paragraphen be- 
wiesen werden. — 

Ueber die Frage, ob die neu erlangten graphischen Sitze auch 
ohne den Begriff der Congruenz bewiesen werden kénnen, sei Fol- 
gendes bemerkt. Wir haben die Higenschaften der congruenten 
Figuren benutzt, um den Satz zu beweisen: Sind in einer Geraden 
die eigentlichen Punkte AB, B,P gegeben, B, zwischen A und P, 
B, zwischen A und B,, so kann man die positive ganze Zahl 4 so 
angeben, dass dem (4 -+ 1)» Punkte des Netzes A.B,B, nur Punkte 
der Strecke AP vorangehen, wahrend er selbst zur Strecke AP 
nicht gehért. Man kénnte diesen Satz unabhingig vom Begriff der 
Congruenz herstellen, wenn man sich auf einen Grundsatz von fol- 
gendem Inhalte stiitzen wollte: 

»Kann man in einer geraden Strecke AB Punkte A,A,A,... 
in unbegrenzter Anzahl so herstellen, dass A, zwischen A und B, 
A, zwischen A, und B, A, zwischen A, und B hegt u.s. w., so 


A 1 ue A CG B 
existirt in jener Strecke ein Punkt C (welcher mit B zusammen- 
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fallen kann) derart, dass, wie auch der Punkt D in der Geraden 
AB zwischen A und C gelegen sein mag, nicht alle Punkte der 
Reihe A,A,A,... sich zwischen A und D befinden, wahrend 
zwischen B und C sich kein Punkt der Reihe befindet. “ 
Nehmen wir in der That die eigentlichen Punkte AB,b,P in 
einer Geraden, B, zwischen A und P, B, zwischen A und B,, und 
construiren das Netz AB,B,. Hs liegt B, zwischen A und. P, 
B, zwischen B, und P. Waren die Punkte B,B,... des Netzes 


i Bib iaae De Bo P 
AB,£, simmtlich Punkte der Strecke AP, so lage auch B, zwi- 
schen B, und P, b, zwischen B, und P u.s. w., und es ware in 
‘der Strecke A P ein Punkt C (welcher mit P zusammenfallen kann) 
vorhanden, derart dass, wie auch der Punkt D in der Geraden AP 
zwischen A und C gelegen sein mag, nicht alle Punkte des Netzes 
zwischen A und D liegen, wiihrend zwischen C und P sich kein 
Punkt des Netzes befindet; den Punkt D kann ich so wihlen, dass 
iquivalente Paare CD und 6, BH, fiir den Grenzpunkt A entstehen, 
wobei CB, durch AB,, mithin auch durch AD getrennt, d.h. D 
zwischen B, und C gelegen wire. Zwischen C und D kénnte man 
zwei aufeinanderfoleende Punkte B, und B, 41 des Netzes AB, B, 
annehmen; die Paare b) Bb, und b, B, +41 waren iquivalent fiir den 
Grenzpunkt A, ebenso B,B, und DC, folglich auch DC und 
B, B,+1; ferner wiren DB, +1 durch AB, getrennt, folglich auch 
durch AC, d.h. C zwischen D und B, +41 gelegen, wihrend doch 
B,+1 zwischen C und D liegen sollte. 

Das Axiom, durch welches Herr F. Klein*) die Liicke in 
_Staudt’s Begriindung der Projectivitit**) ausfiillt, kommt auf den 
eben formulirten Satz hinaus. Diesen als Grundsatz anzunehmen, 
wiirde mit den hier festgehaltenen Anschauungen nicht im Hinklang 
stehen, Denn abgesehen davon, dass eine Beobachtung sich tiber- 
haupt nicht auf unendlich viele Dinge beziehen kann, ist die Auf- 
stellung jenes Satzes von unserem Standpunkte aus auch deshalb 
noch nicht zulissig, weil wir (vgl. Seite 18) in einer Strecke nicht 
unendlich viele Punkte annehmen diirfen, ohne dem Sinne des 


_ *) Mathem, Ann. Bd. 6 8, 136, Bd. 7 S. 532; vgl. Cantor, ebendas. 
Bd. 5 8. 128; Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen (Braunschweig 
1872) S. 18. 

**) Staudt, Geometrie der Lage 8. 50; vgl. Thomae, Gebilde erster 
und zweiter Ordnung 8. 12; Reye, die Geometrie der Lage, Vorwort zur 
zweiten Auflage; F. Klein, Mathem. Ann, Bd. 6 8. 132, Bd. 7 8S. 531, Bd. 17 
S. 52; Darboux, ebendas, Bd, 17 8. 55; Schur, ebendas. Bd. 18 8. 252. 


§. 16. Projective cinférmige Gebilde. 127 


Wortes ,,Punkt“ eine weitere als die bisherige Ausdehnung zu geben 
und uns mithin von seiner ursprtinglichen Bedeutung noch mehr 
zu entfernen. Hine soleche Ausdehnung wird erforderlich, wenn 
man die Punkte der Geraden in vollstindige Analogie mit den 
Gliedern der aus den rationalen und irrationalen reellen Zahlen 
bestehenden Reihe bringen will; sie erfolgt dann durch eine geeig- 
nete Definition, an welche sich jener Satz als Theorem anschliesst*). 


§$ 16. Projective einformige Gebilde. 


In § 12 haben wir gesehen, dass alle graphischen Sitze, welche 
auf dem damaligen Standpunkte tiberhaupt erreichbar waren, sich 
aus den graphischen Siitzen der $§ 7—9 deduciren lassen. Fiir 
den dadurch abgegrenzten Theil der graphischen Geometrie konnten 
wir die drei Reciprocititsgesetze aus dem Umstande folgern, dass 
die Worte ,Punkt“* und Ebene“ in den Stammsiitzen vertauscht 
werden diirfen. 

Ueber dieses Gebiet hat der vorige Paragraph hinausgefiihrt 
und gestattet uns, zwei weitere Satze zu jener Gruppe hinzuzufiigen, 
nimlich: Werden in einer Geraden die Punkte AB, durch B,P ~ 
getrennt, so kann man die positive ganze Zahl n so angeben', dass 
der n* Punkt des Netzes AB, B, entweder mit P zusammenfiallt 
oder vom (n + 1)" durch A und P getrennt wird; ‘und: Werden 
in einem Ebenenbiischel die Ebenen AB, durch Bb, P getrennt, so 
kann man die positive ganze Zahl » so angeben, dass die n*¢ Ebene 
des Netzes AB, B, entweder mit P zusammenfallt oder von der 
(m + 1) durch A und P getrennt wird. Die erweiterte Gruppe 
behalt die Higenschaft, dass ,Punkt“ und ,Hbene“ vertauschbar 
sind, und da wir im Folgenden die graphische Geometrie nicht 
weiter fiihren werden, als dies mit Hiilfe der so vermehrten Stamm- 
sitze geschehen kann, so ist fiir unsere Zwecke die Recipro- 
eitat zwischen den Punkten und Ebenen schon jetzt ge- 
niigend erwiesen, mithin auch die Reciprocitiit zwischen den 
Punkten und Geraden an einer Ebene und zwischen den Geraden 
und Ebenen an einem Punkte. Die drei Dualitatsgesetze lassen 
sich also ohne Weiteres auf alle graphischen Siatze des vorigen 
Paragraphen anwenden; doch ist es tiberfltissig, die sich ergeben- 
den reciproken Satze noch besonders anzuftihren. — 

Wir haben zuletzt gerade Punktreihen betrachtet, welche durch 
Projectionen in einander tibergehen. Wenn man von einer Punkt- 


*) Siehe unten § 23. 
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reihe durch eine oder mehrere Projectionen zu einer andern ge- 
langt, so heissen die beiden Punktreihen projectiv. Folgende 
Sitze kénnen wir jetzt unmittelbar aussprechen. 

Sind die Punktrethen abcd und av'cd' projectv, ab durch 
cd getrennt, so sind ab’ durch ¢d’ getrennt. 

Sind die Punktrethen abcd und abce projectiv, so fallen d und 
e zusammen. 

Die Elemente der einen von zwei projectiven Reihen darf man 
beliebig anordnen; aber durch die Anordnung, welche man in der 
einen Reihe trifft, wird im Allgemeinen die in der andern zu tref- 
fende bestimmt. Wenn zwei Punktreihen aus gleichvielen, aber 
hichstens je drei Elementen bestehen, so sind sie stets projectiv, glerch- 
viel wie man sie ordnet. Nehmen wir aber vier Punkte abcd in 
einer Geraden f. Durch d ziehe man eine Gerade g, wihle ausser- 
halb beider Geraden in ihrer Ebene 
einen Punkt A, projicire abe aus 
A auf g nach «By und bezeichne 
den Durchschnittspunkt von a, 
ey mit 6b; dann werden abcd 
aus A auf g nach afPyd, diese 
aus a auf cy nach AByc, diese 
endlich aus 6 auf f zuriick nach 
bade projicirt. Folglich sind abcd 
und bade projectiv, tberhaupt 

Fig. 47. abed, badc, cdab, dcba. Nun 
moégen etwa ab durch ed getrennt 
werden. Liegen abcd harmonisch, so sind auch abed und bacd, 
abdc, cdba, dcab projectv. Umgekehrt: Sind abcd und bacd 
projectiv, so sind es zugleich aByd und bacd, also, wenn g und 
bB in e sich schneiden, aByd und a Byd projectiv, d. h. a@ mit 
« identisch, abed harmonisch. Wenn abcd nicht harmonisch lie- 
gen, so ist abcd keiner der Rethen bacd, abdc, cdba, deab pro- 
jectiv. Es bleiben noch 16 Permutationen tbrig, welche sich mit 
den Punkten abcd vornehmen lassen; aber da weder ac durch 6d 
noch ad durch be getrennt werden, so ist die Reihe abcd niemals 
einer von diesen 16 Permutationen projectiv. 

Hat man zwei projective Punktreihen abc... und ad'c ..., 
so heissen aa’, 60’, cc’, ... homologe Punkte; fallt ein Punkt mit 
dem homologen zusammen, so sagen wir, die beiden Reihen haben 
den Punkt entsprechend gemein. Je zwei homologe Theile der 
beiden Reihen sind projectiv. Sind drei Punkte entsprechend 
gemein, so sind es alle. 
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Hs seien P und P’ projective Punktreihen, welche mindestens 
aus je drei Punkten bestehen und in bestimmter Anordnung fest- 
gehalten werden; die Triiger sollen resp. / und /” heissen (brauchen 
aber nicht verschieden zu sein). In f werde ein Punkt d beliebig 
angenommen. Wenn er zu P gehdért, so entspricht ihm in /’ ein 
vollig bestimmter Punkt d@’ als homologer Punkt der Reihe P’. 
Wenn d nicht zu P gehiért, so schreibe man d zur Reihe P hinzu 
und erweitere P’ mittels irgend welcher von P zu P’ ftihrenden 
Projectionen um einen Punkt d’ derart, dass die erweiterten Figuren 
wieder projectiv sind; auch dann ist d’ ein véllig bestimmter Punkt 
der f’. In beiden Fallen diirfen wir also sagen: d und d’ sind 
homologe Punkte bei der zwischen P und P’ gegebenen projectiven 
Beziehung (Projectivitat), und es ist in diesem Sinne jedem 
Punkte der f ein und nur ein homologer Punkt der f’ zugeordnet. 

Um eine projective Bezichung zwischen zwei Punktreithen herzu- 
stellen, darf man zu drei Punkten der einen Reihe die homologen 
Punkte beliebig wiihlen; durch drei solche Paare ist aber die pro- 
jective Beziechung volikommen bestimmt. 

Punktreihe, Strahlenbiischel und Ebenenbiischel werden ein- 
formige Gebilde (einférmige Grundgebilde) genannt. Sind zwei 
einformige Gebilde perspectiv oder kann man zwischen sie irgend 
eine Anzahl von ebensolchen Gebilden derart einschalten, dass nach 
der Hinschaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv 
sind, so nennt man jene beiden Gebilde projectiv und wendet 
auf sie alle Ausdriicke an, welche fiir Punktreihen soeben erklart 
worden sind. Jedes einformige Gebilde ist sich selbst projectiv. Zwee 
einf ormige Gebilde, die einem dritten projectiv sind, sind wnter sich 
projectiv. Sind die einformigen Gebilde abcd und abcd’ proje- 
tiv, ab durch cd getrennt, so sind ab’ durch ¢ d’ getrennt. Je ewer 
homologe Theile zweier projectiven einfdrmigen Gebilde sind projectw. 
Ueberhaupt lassen sich die obigen Sitze einfach verallgemeinern. 

Einformige Gebilde, die aus gleichvielen, aber hochstens je drei 
Elementen bestehen, sind stets projectiv. Durch drei Paare von homo- 
logen Elementen wird eine projective Beziehung zwischen zwei ein- 
firmigen Gebilden vollkommen bestimmt, so dass jedem Element, das 
zu dem einen Gebilde gerechnet werden kann, im andern ein und 
nur ein homologes Element entspricht. 

Ist von ewei projectiven einformigen Gebilden das eime harmo- 
nisch, so ist es auch das andere. Je zwei harmonische Gebilde sind 
projectiv. Das harmonische Gebilde abcd ist demnach zu bade, 
cdab, dcba, bacd, abdc, cdba und deab projectiv, aber zu kei- 
ner der 16 iibrigen Permutationen. Ist dagegen keine Permutation 
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des einformigen Gebildes abed harmonisch, so sind badc, cdab und 
dcba zu abcd projectiv, aber keine der 20 iibrigen Permutationen. 

Perspective einformige Gebilde sind projectiv. Umgekehrt: 
Wenn zwischen zwei einformigen Gebilden eine projective Bezvehung 
stattfindet und es liegen drei Elemente des einen perspectiv mit den 
homologen Elementen des andern, so legen die beiden Gebilde tiber- 
hawpt perspecti. 

Von Punktreihen auf demselben Triger oder Hbenenbtischeln 
mit derselben Axe oder concentrischen Strahlenbiischeln an dersel- 
ben Ebene wird gesagt, dass sie aufeinanderliegen oder sich 
in vereinigter Lage befinden. Zwei projective Punktrethen oder 
Ebenenbiischel oder Strahlenbtischel (mit gemeinschaftlichem Scheitel 
oder in einerler Ebene), welche ein Element entsprechend gemem 
haben, ohne aufeinander zu legen, sind allemal perspectiv. 

Liegen zwei projective einformige Gebilde abc... undab'c’.. 
aufeinander, so kann es vorkommen, dass nicht bloss aa (welche 
von einander verschieden sein sollen), sondern auch aa homologe 
Elemente sind, d. h. aa be und aab'c projectiv. Alsdann sind 
b’'b ebenfalls homolog, da aa bb’ und a’ab’b projectiv, und man 
kann itberhaupt durchweg die homologen Elemente mit einander 
vertauschen. Von solchen Gebilden abc ..., ab’c’ ... sagt man, 
dass sie involutorisch liegen, oder man sagt, dass die Paare 
aa, bb, cc, ... eine Involution bilden; die Elemente eines 
jeden Paares heissen conjugirt und sind vertauschbar. Durch 
zwei Paare ist die Involution bestimmt, d. h. zu jedem Element 
das conjugirte; zwei Paare aber kénnen beliebig angenommen 
werden. 

Die Aufgabe, in einer durch zwei Paare gegebenen 
Involution zu einem Hlemente das conjugirte zu con- 
struiren, giebt uns Gelegenheit, die in § 10 am Schluss ange- 
stellte Betrachtung zu ergiinzen. Die Seiten eines ebenen vollstin- 
digen Vierecks abcd werden dort mit einer Geraden durchschnit- 
ten, und zwar die Seiten bc, ca, ab, ad, bd, cd in resp. f, g, h, 
fi, 91, 2,. Damals wurde bewiesen, dass der sechste Punkt durch 
die tibrigen bestimmt ist; jetzt kénnen wir zeigen, dass ff,, gg,, 
hh, Paare einer Involution sind, d. h. die drei Paare gegeniiber- 
luegender Seiten eines vollstindigen Vierecks werden von jeder Ge- 
vaden seiner Ebene in Punktpaaren einer Involution geschnitten. In 
der That ist die Punktreihe fghh, ein Schnitt des Strahlenbiischels 
b(cgah,), d. h. des Biischels der Strahlen be bg ba bh,, die Punkt- 
reihe /,9,h,h ein Schnitt des Strahlenbiischels a(dg,h,b); da diese 
Strahlenbiischel perspectiv zum Biischel h,(egab) d. i. h,(dg,ab) 
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hegen, so sind fghh, und f,9,/,h projectiv, folglich die Paare /f,, 
99,, hh, m Involution. — Die auf Seite 82 beschriebene Con- 
struction liefert also in der durch zwei Paare ff, und gg, gegebenen 
Tnvolution von Punkten zum gegebenen Punkte h den conjugirten 
h,; auf die Involution im Ebenenbiischel und Strahlenbtischel lisst 
sie sich leicht tibertragen. Auch ist jetzt klar, dass man bei jener 
Construction f mit f; oder g mit g, vertauschen darf. 

Wenn in einer Involution irgend ein Paar durch ein anderes 
getrennt wird, so wird jedes Paar durch jedes andere getrennt. Denn 
wenn die Klemente aa durch bb’ getrennt werden, so liegt bei 
ausgeschlossenem ¢ yon den Hlementen b und 0’ das eine (b) zwi- 
schen a und a’, das andere (b’) aber nicht; sollen nun aa‘b’c und 
aabeé projectiv sein, so werden aw zwar durch bc, aber nicht 
durch be getrennt; folglich sind aa’ durch cc’ getrennt, ebenso bb’ 
durch ¢¢ u.s. w. 

Bei aufeinanderliegenden projectiven Gebilden werden die etwa 
sich selbst entsprechenden Elemente auch Doppelelemente ge- 
nannt. Werden in einem einf drmigen Gebilde die Paare ad, bb’,cc... 
durch die festen Elemente f und g harmonisch. getrennt, so bilden 
sie eine Involution mit den Doppelelementen f und g. Denn es sind 
(§ 11 Seite 90) fga’b und fgab’, fgab und fga'U' projectiv; daraus 
darf man aber die Pyojectivitét der Gebilde fgaab und fga al, 
tiberhaupt fgaa'be ... und fgaab'c ... schliessen. Umgekehrt: 
Sind aa conjugirte Elemente einer Involution mit den Doppelelemen- 
ten f und g,.so legen fgaa harmonisch; denn dann sind fgaa 
und fgaa projectiv. Weiter ergiebt sich (§ 11 Seite 90): Sind 
aa und bb Paare einer Involution mit zwer Doppelelementen, so 
werden aa durch bb mcht getrennt. 

Hiernach kénnen nicht bei jeder Involution, also nicht bei 
jeder projectiven Beziehung zwischen aufeinanderliegenden projec- 
tiven Gebilden zwei Doppelelemente auftreten*). Aber wenn die 
projectiven einfirmigen Gebilde abc... und abe ... aufeinander- 
liegen und ein. Doppelelement f besitzen, so haben sie (mit einer so- 
gleich zu erwihnenden Ausnahme) noch ein zweites Doppelelement. 
Hs sei in der That weder a noch 6 entsprechend gemein, so dass 
die Paare ab’ und ba eine Involution bestimmen, und in dieser 
Involution sei g das zu f conjugirte Klement, also fgab und gfb'w 
projectiv; dann sind auch fgab und fga'U' projectiv, also gy Doppel- 
element der gegebenen Projectivitét. — Bei dieser Gelegenheit he- 
merken wir: Wenn im einem einformigen Gebilde fgab und fga'b’ 


*) §. noch unten § 23, 
9% 
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projectiv sind, so legen die Paare fg, ab’ und ba im Involution, 
und wumgckehrt; es sind dann auch fgaa’ und fgbb' projectiv. 

Sollen die projectiven einformigen Gebilde abc... undab’c..., 
welche in vereinigter Lage und mit einem Doppelelement f ange- 
nommen werden, kein weiteres Doppelelement besitzen, so muss 
f zagleich in der durch die Paare ab’ und ba’ bestimmten Involu- 
tion sich selbst entsprechen (fab'b und fb’aa’ projectiv). Ist als- 
dann m das vierte harmonische Element zu ab’f (fab'm und fb am 
projectiv, mithin auch fmab’b und fmb'aa’), so ist m das andere 
Doppelelement jener Involution, also zugleich das vierte harmo- 
nische Element zu ba’f, d. h. die Paare ab und ab’ sind Aqui- 
valent fiir das Grenzelement 7, ebenso die Paare ac und ac’ u.s. w. 
Wir wollen deshalb eine derartige Beziehung eine Aequivalenz 
mit dem Grenzelement f nennen; sie ist nicht involutorisch. Zu 
ihrer Bestimmung sind ausser dem Grenzelement f noch irgend zwei 
homologe Elemente aa anzugeben; construirt man a” als viertes 
harmonisches Element zu a’fa, so sind die Paare aq und aa’ 
fiir das Grenzelement f Aquivalent, und man hat drei Paare ff, aq’, 
aa’ der projectiven Beziehung. — 

Ist in einer Geraden f*) durch zwei projective, aber nicht 
involutorische Punktreihen P und P’ eine projective Beziehung 
gegeben, und entspricht dem Punkte 6 der Geraden f, der kein 
Doppelpunkt sein soll, bei der Beziehung PP’ der Punkt ¢, bei 
der Beziehung P’P der Punkt a, so sind die Punkte a und ¢ nicht 
bloss von b, sondern auch von einander verschieden. Wenn also 
noch ¢d homologe Punkte bei der Beziehung PP’ vorstellen, so 
ist durch die Punkte abed, namlich durch die drei Paare ab, be, 
ed, die projective Beziehung bestimmt. 

Dem in der Geraden f variirenden Punkte y entspreche z bei 
der Beziehung PP’, dagegen aw bei der Beziehung P’P. Zieht 
man durch 0b noch eine Gerade g, nimmt in der Ebene fg den 
Punkt 0 ausserhalb der beiden Geraden und projicirt cdyz aus O 
auf g nach By§y, so sind absy und beyz projectiv, beyz und 
bBEn perspectiv, folglich abay und bBéy projectiv, ebenso die 
Strahlenbiischel n(abay) und y(bB§y), diese mithin sogar per- 
spectiv. . Begegnen sich also die Geraden wy und —y im Punkte Q, 
so liegen af @ in gerader Linie, @ in der festen Geraden af. 

Dem (von a, 6, ¢ verschiedenen) Punkte m der Geraden f seien 
die Punkte 7 und » in den Beziehungen P’P und PP’ zugeordnet. 
Projicirt man m und n aus O auf g nach resp. 4 und w, so sind 


*) Vgl. Crelle’s Journal Bd. 91 S, 349. 
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ablz und bemy, bemy und cdnz projectiv, cdnz und Bywy per- 
spectiv, folglich abla und Byuy projectiv. Indem wir den Durch- 
schnittspunkt R der Geraden wy und Jw einfiihren, erkennen wir 
die Strahlenbiischel w(ablx) und R(6yun) nicht bloss als pro- 
jectiv, sondern auch als perspectiv, da die Geraden wl und Ru 
zusammenfallen. Demnach liegt der Durchschnittspunkt der Strah- 
len wa und RB in gerader Linie mit y und a; die Strahlen wa 
und AB schneiden sich auf der Geraden yx. Weiter sind die 
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Biischel a(bB yu) und B(xQnL) perspectiv; denn die Strahlen ab 
und Ba begegnen sich in x, ay und By in y, aw und BR auf yz, 
af und BQ fallen zusammen. Da mithin die Punktreihen bB yu 
und «Q7R, bByw und bedn, bedn und abem projectiv sind, so 
ergiebt sich schliesslich die Projectivitit der Punktreihen xQyh 
und abem. 

‘Aus O projicire ich R auf f nach vr. Dann sind wyzr und 
aQnR perspectiv, folglich wyzr und abcm projectiv. Da man 
durch passende Wahl des Punktes m das Gebilde abcm einem 
beliebig gegebenen, aus vier verschiedenen Elementen bestehenden 
einférmigen Gebilde projectiv machen kann, so ist in der Geraden 
f jedem Punkte y ein Punkt x durch die Forderung zugeordnet, 
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dass wyzr einem festen Gebilde projectiv sein soll. Wenn m in 
einen Doppelpunkt der Projectivitat PP’ fallt, so vereinigt sich 
der Punkt m mit J und n, der Punkt A mit w, die Gerade Au mit 
Om, und der Punkt » hat bestindig die Lage m. In jedem andern 
Falle beschreiben die Strahlen yx und BR, wahrend y variirt, per- 
spective Biischel resp. um y und 6 mit dem perspectiven Durch- 
schnitt aw, mithin gleichzeitig die Punkte x und Rf projective 
Punktreihen resp. in den Geraden f und /w; also ist auch die Be- 
ziehung zwischen y und 7 in der Geraden f Projectivitat: Wenn endlich 
die Punkte 2’ und s bei der Beziehung PP’ resp. den Punkten z 
und r entsprechen, also das Paar zs dem Paare yr, so sind xyzr 
und yzz's projectiv, d. h. yzz’s dem festen Gebilde projectiv, ¢ 
und s zugeordnete Punkte der zwischen y und r bestehenden Pro- 
jectivitit. Die Paare dieser Beziehung werden durch die Projec- 
tivitit PP’ in Paare derselben Beziehung iibertragen, und wir 
kénnen daher sagen, die Beziehung yr sei bei der Projectivitat 
PP’ sich selbst homolog. 

Werden auf emer Geraden, in welcher durch zwei projective, 
aber nicht involutorische Punktreihen P und P’ eine projective Be- 
ziehung gegeben ist, dem Punkte y durch die Beziehungen P’P und 
PP’ resp. die Punkte x wnd 2 zugeordnet und em weiterer Punkt r 
so construirt, dass die gerade Punktreihe xzyr einem festen Gebilde 
projectiv ausfallt, so ist auch die zwischen y und r entstehende Be- 
ziehung Projectwitit und ber der Projectiwitiét PP’ sich selbst ho- 
molog. allt jedoch r bei einer Lage von y in einen Doppelpunkt 
der Projectivitit PP’, so bleibt 7 bei allen Lagen von y unverindert. 

Durch die Beziehung P’P werde dem Punkte rv der (von r 
verschiedene) Punkt q zugeordnet. Dann sind yraq und gsyr 
projectiv, mithin auch yrxvq und rysz, folglich die Paare qz, ry, 
sx in Involution, xzyr und sqry projectiv. — Nimmt man also 
xeyr harmonisch, so werden auch sqry oder gsry harmonisch, 
xeyr und gsry projectiv; also wird dann y durch y in derselben 
Weise bestimmt, wie 7 durch y. 

Werden auf einer Geraden f, in welcher durch zwei projective, - 
aber nicht involutorische Punktreihen P wnd P’ eine projective Be- 
ziehung gegeben ist, dem Punkte y durch die Beziehungen P’ P und 
PP’ resp. die Punkte x und z eugeordnet und ew den Punkten wey 
der vierte harmonische Punkt r aufgesucht, so bilden die Paare yr 
eine Liwolution, welche durch die Beeiehung PP’ in sich selbst iiber- 
tragen wiwrd*). Ist jedoch die Beziehung PP’ eine Aequivalenz, 


*) Diesen Satz hat Herr Schréter angegeben: Crelle’s Journ. Bd.77 8.120. 
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so fallt r bei allen Lagen von y mit dem Grenzpunkte der Aequi- 
valenz zusammen. 
Im Strahlenbiischel und im Ebenenbiischel gelten analoge Siitze. 


§ 17. Collineare Figuren. 


Wir gehen jetzt zu den Gebilden zweiter Stufe tiber, in- 
dem wir unter diesem Namen Planfiguren und centrische Figuren 
zusammenfassen. Wenn man eine aus beliebig vielen Punkten be- 
stehende Planfigur ein- oder mehrmal projicirt, so erhalt man eine 
aus ebenso vielep Punkten bestehende Planfigur, und so oft Punkte 
der einen Figur an einer geraden Linie liegen, ist dies auch bei 
den entsprechenden Punkten der andern. Figur der Fall. Solche 
Figuren heissen deshalb collinear, aber man wendet diesen Aus- 
‘druck tiberhaupt auf zwei Gebilde zweiter Stufe an, wenn sie per- 
spectiv sind oder wenn man zwischen sie irgend eine Anzahl von 
Gebilden zweiter Stufe derart einschalten kann, dass nach der Hin- 
schaltung je zwei aufeinanderfolgende Gebilde perspectiv werden. 
Man kann dabei die einférmigen Gebilde als specielle Falle zulassen 
und demgemiiss projective einférmige Gebilde auch collinear nennen, 
Jedes Gebilde zweiter Stufe ist sich selbst collinear. Je zwei homo- 
loge Theile zweier collinearen Gebilde zweiter Stufe sind collinear. 
Gebilde zweiter Stufe sind collinear, wenn sie emem und demselben 
Gebilde zweiter Stufe collinear sind. 

Um ewei Gebilde zweiter Stufe collinear auf enander zu beziehen, 
darf man vier gleichartigen Elementen des emmen, von denen keme drei 
einem einformigen Gebilde angehéren, vier ebensolche Elemente des 
andern beliebig zuordnen; z. B. wenn man in einer Kbene vier Punkte 
abcd annimmt, von denen keine drei in gerader Linie liegen, und 
vier ebensolche Punkte a’b’c'd’ in derselben oder in einer andern 
Ebene, so sind die Figuren abcd und a‘b'c'd collinear. Der Satz 
wird leicht als alleemein richtig erkannt, sobald er sich in dem an- 
gefiihrten besonderen Falle bewahrt. Hs sei nun m der Durch- 
schnittspunkt der Geraden ab und cd, m’ der der Geraden a’b’ und 
éd, P eine von abc’ verschiedene Ebene durch ab’; so kann man 
abcdm durch eine geeignete Anzahl von Projectionen auf die Ebene 
P so tibertragen, dass aa’, bb’, mm’ homologe Punkte werden, Er- 
geben sich dabei 70 als homologe Punkte zu ed, so sind die Figuren 
ab’yd und abcd perspectiv; Centrum der Perspectivitaét ist der 
Durchschnittspunkt der Geraden yc und dd’. 

Eine Collineation ewischen zwei Gebilden zweiter Stufe +t voll- 
kommen bestimmt, wenn man zw vier gleichartigen Elementen des 
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einen, von denen keine drei einem einformigen Gebilde angehoren, die 
homologen kennt. Es ist hinreichend, folgenden besonderen Fall zu 
beweisen: Sind die aus je fiinf Punkten bestehenden Planfiguren 
abcde und abcde collinear und keine drei von den Punkten abed 
in gerader Linie, so fallt ¢ mit e zusammen. Zu dem Zweck braucht 
man aber nur zu beachten, dass die Geraden ae und awe wegen der 
Collineation zwischen den Strahlenbiischeln a(bede) und a(bede ) 
identisch sind, ebenso die Geraden be und be’, ce und ce’, de 
und de’. — 

Um jetzt den Begriff der Collineation in voller Allgemeinheit 
einzufiihren, stellen wir folgende Betrachtung an. Es seien drei 
Punkte Oaa’ in einer Geraden gegeben und eine HKbene P, welche 
keinen der drei Punkte enthalt. Jedem Punkte 6 ausserhalb der 
Geraden aa ordnen wir in der Geraden Ob den Punkt b’ zu, dessen 
Verbindungslinie mit a der ab auf P begegnet; wird dagegen 6 
auf aa’ von O verschieden angenommen, so nehmen wir einen 
Punkt 6 ausserhalb der Ebene P und den zugeordneten Punkt 0’ 
zu Htilfe und ordnen dem Punkte 6 in der Geraden a@ den Punkt ’ 
za, dessen Verbindungslinie mit b’ der 66 auf P begegnet; der 
Punkt O endlich wird sich selbst zugeordnet. Dass 6’ unabhingig 
von 0 ausfallt, bedarf eines Beweises. Es sei daher zuniachst ¢ 
irgend ein Punkt ausserhalb der Hbenen P und Oab, ¢ der zuge- 
ordnete Punkt in Oc, so dass ac und ac’ sich auf P begegnen. 
Wegen der Perspectivitiit der Dreiecke abc und ab’c schneiden 
sich be b'¢, ca a’, ab wb’ auf einer Geraden, folglich auch be 
und b’¢ auf P, ebenso Bc und f'c wegen der Perspectivitit der 
Dreiecke Bbc und p'b’c, d. h. bei der Construction von fp’ kann b 
durch ¢ ersetzt werden. Ist ferner y ein Punkt der Ebene Oab, 
aber ausserhalb der Ebene P und der Geraden aa’, also ausserhalb 
der Ebene Oac, so kann man y statt c benutzen, also auch statt b. 
Die Geraden cy und c’y’ treffen sich auf P, ebenso by und b’y’. 
Sind also dd’ und ee’ Paare von homologen (d. i. zugeordneten) 
Punkten, so treffen sich die Geraden de und de auf P; man kann 
daher das Paar aa’, von welchem wir ausgingen, durch jedes andere 
Paar homologer Punkte, wenn sie von einander verschieden sind, 
ersetzen, Der Punkt O und die Punkte der Ebene P sind sich 
selbst homolog, aber nur diese. 

Bezeichnet man zwei auf einander bezogene Punktgruppen als 
perspectiv, sobald die homologen Punkte durch die Strahlen 
eines Biindels mit eimander verbunden werden, dann bildet die so- 
eben definirte Beziehung eine besondere Art von Perspectivitiit. 
Wir wollen sie Collinear-Perspectivitat nennen, weil Punkten 
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einer Geraden stets Punkte einer Geraden entsprechen. Sind in der 
That abc Punkte einer Geraden g, so liegen die homologen Punkte 
a b'c auf einer Geraden g’, Ist g in P enthalten, so sind abc ent- 
sprechend gemein; liegt g ausserhaib P, ohne O zu enthalten, so 
fallen die Geraden ab’ und a‘c’ in eine einzige zusammen, weil sie 
durch den Punkt gP gehen; geht endlich g durch O, so liegen 
wb'c auf g. Wir nennen gg homologe Geraden. Die Geraden, 
welche in P liegen oder durch O gehen, sind sich selbst homolog, 
aber nur diese. Je zwei homologe Geraden begegnen sich in einem 
Punkte von P, ihre Ebene geht durch 0. 

Jeder Planfigur entspricht eine Planfigur; die Ebenen solcher 
Figuren nennen wir homolog, Die Ebene P und alle durch O gehen- 
den Ebenen sind sich selbst homolog, aber nur diese. Je zwei ho- 
mologe Ebenen schneiden sich in einer Geraden der Kbene P. Sind 
DD wid EE’ Paare von homologen Ebenen, so geht die Ebene 
der Geraden DE und D’E’ durch O. Die Beziehung ist jetzt auf 
Figuren ausgedehnt, die sich in beliebiger Weise aus Punkten, Ge- 
raden und Ebenen zusammensetzen, und man sieht, wie neben dem 
Punkte O und der Ebene P, an denen nur sich selbst homologe 
Ebenen liegen, ein Paar homologer Punkte oder Ebenen nothwendig 
und hinreichend ist, um die ganze Beziehung zu bestimmen. Die 
Definition ist sich selbst reciprok. 

Jede Planfigur, deren Ebene nicht durch O geht, liegt perspec- 
tiv zur homologen, wobei O Centrum der Perspectivitat ist; auch 
jede centrische Figur, deren Scheitel nicht zu P gehért, liegt zur 
homologen perspectiv, wobei P der perspective Durchschnitt ist. 
Wir nennen daher O das Centrum der Perspectivitat und P 
den perspectiven Durchschnitt ftir unsere allgemeine Be- 
ziehung. Nimmt man eine Figur in einer durch O gehenden Ebene, 
so liegt die homologe Figur in derselben Ebene, und wenn aq 
(verschiedene) homologe Punkte ausserhalb dieser Ebene sind, so 
wird die erste Figur aus a auf P nach’ derselben Figur projicirt, 
wie die zweite aus @. Analog verhalten sich die centrischen Fi- 
guren, deren Scheitel auf P liegen. MHiernach sind je zwei homo- 
loge Gebilde zweiter Stufe collinear. Man schliesst daraus: Sind 
abed und ab’éd homologe einformige Gebilde und ab durch cd 
getrennt, so werden a/b’ durch cd’ getrennt. Ueberdies wissen wir, 
dass aneinanderliegenden EKlementen ebensolche entsprechen. I’olglich 
haben collinear-perspective Figuren alle graphischen Eigenschaften 
mit emander gemem. 

Jede perspective Bezichung zwischen zwei Figuren in verschte- 
denen Ebenen ldsst sich gw einer Collinear-Perspectwwitat erweitern, 
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die sich auf alle Elemente erstreckt; man hat nimlich ausser dem 
Centrum der Perspectivitit zwei homologe Hbenen, durch deren 
Schnittlinie man den perspectiven Durchschnitt beliebig legen kann. 
Ebenso kann man zwei perspective centrische Figuren, deren Scheitel 
verschieden sind, stets zu homologen Theilen von collinear-perspectiven 
Figuren mit beliebigen Elementen machen. 

Im Anschluss an diese Bemerkung kann nunmehr die Definition 
der Collinearitét von Figuren, bei denen die homologen Klemente 
gleichartig sind, zu voller Allgemeinheit erhoben . werden. Zwei 
solche Figuren heissen collinear, wenn sie collinear- perspectiv 
sind, oder wenn man zwischen sie eine Anzahl von Figuren derart 
einschalten kann, dass nach der Einschaltung je zwei aufeinander- 
folgende Figuren collinear-perspectiv sind. Jede Figur ist sich selbst 
collinear. Je zwei homologe Theile von collinearen Figuren sind 
collinear. Zwer Figuren sind stets collinear, wenn sie emer dritten 
collinear sind. Die Begriffe collinear und collinear-perspectiv sind 
sich selbst reciprok. 

Zwei Figuren abcde und a b'é'd'e, die sich aus je ftinf Punkten 
derart zusammensetzen, dass in kemer Figur vier Punkte einer Ebene 
vorkommen, sind collinear. Wird niimlich e aus d auf die Ebene 
abe nach m, e aus d auf die Ebene a'b’c’ nach m’ projicirt, so 
sind die Figuren abcem und a‘b’c'm’ collinear, Lassen sich bei 
dieser Collineation den Punkten de die Punkte dé zuordnen, so 
sind die Figuren a’b’c' de und a’ b’¢d'é' collinear-perspectiv; Centrum 
der Perspectivitét ist der Durchschnittspunkt der Geraden dd’ und 
ee, perspectiver Durchschnitt die Ebene a’b'c. — Hine Collineation 
ast vollkommen bestimmt, wenn man zu fiinf Punkten, von denen 
keine vier in einer Ebene legen, die homologen kennt; d. h. wenn 
die aus je sechs Punkten bestehenden Figuren abcdef und abcdef’ 
collinear sind und von den Punkten abcde keine vier in einer 
Ebene liegen, so fallt f mit f’ zusammen. Da nimlich die Strahlen- 
biindel a(bedef) und a(bedef’) collinear sind, so fallen die Strah- 
len af und af” zusammen, ebenso bf und bf’, cf und cf’, df und 
df’, ef und ef’. — Die reciproken Siitze mégen nicht erst beson- 
ders ausgesprochen werden. 

Collineare Gebilde jeder Art nennt man auch projectiv, aber 
die letztere Benennung ist nicht auf den Fall der Collineation be- 
schrinkt. Collineare Figuren, bei denen die homologen Elemente 
gleichartig smd, haben alle graphischen Eigenschaften mit einander 
gemeim. So werden z. B, die graphischen Higenschaften einer Punkt- 
rethe durch keine Projection geindert. Dass umgekehrt zwei Punkt- 
reihen projectiv sind, die in allen graphischen Higenschaften tiber- 


§. 17. Collineare Figuren. 139 


einstimmen, hat sich schon in § 15 ergeben. Uebertragen wir dies 
nun auf die allgemeineren Gebilde. Zuniichst setzen wir in einem 
Gebilde zweiter Stufe aus gleichartigen Elementen die Figuren abcde 
und abcde zusammen, welche alle graphischen Higenschaften ge- 
mein haben sollen, wobei aber keine drei von den Elementen abcd 
einem einformigen Gebilde angehéren diirfen. Je zwei derartige 
Elemente a und 6 bestimmen ein reciprokes Element ab in jenem 
Gebilde; die Elemente ab, ac, ad, ae liegen in einem einférmigen 
Gebilde, ebenso die Elemente ab, ac, ad, aé; da diese Gebilde 
alle graphischen Higenschaften gemein haben, so fallen ae und aé’ 
zusammen, ebense be und be’, ce und ce’, de und de’, also e und ¢. 
Setzen wir endlich aus Punkten oder aus Ebenen die Figuren abcdef 
und abedef , welche wieder alle graphischen Higenschaften gemein 
haben sollen, derart zusammen, dass von den Elementen abcde 
keine vier in emem Gebilde zweiter Stufe liegen, so fallt af mit 
af zusammen, bf mit bf” u.s. w., folglich f mit f’. Wird also die 
Figur abecdef aus sechs Punkten derart gebildet, dass von den 
Punkten abcde keine vier in einer Ebene liegen, und die Figur 
abl'cdeéf aus sechs Punkten derart, dass die beiden Figuren in 
allen graphischen Higenschaften iibereinstimmen, so sind die Figuren — 
collinear. Mithin gilt der Satz: 

Eine Beziehung, vermoge deren jedem Punkte em bestimmter 
Punkt derart zugeordnet wird, dass je zwei homologe Figuren alle 
graplischen Eigenschaften gemein haben, ist eine Collineation. 

Eine solche Beziehung ist die Congruenz. Mit Hiilfe zweier 
congruenten Figuren, die aus je drei nicht in gerader Linie gele- 
genen eigentlichen Punkten bestehen, kann man eine Beziehung 
herstellen, welche sich auf alle Punkte, Geraden und Ebenen er- 
streckt; dabei sind je zwei homologe Figuren congruent und stimmen 
in allen graphischen Higenschaften iiberein. Congruente Figuren 
kénnen immer als homologe Theile derartiger Figuren aufgefasst 
werden. Hieraus folgt: 


Congruente Figuren sind collinear. — 


Weil die graphischen Higenschaften einer Planfigur durch Pro- 
jection auf eine andere Ebene, mithin tiberhaupt durch Uebergang 
zu einer collinearen Planfigur nicht geindert werden, so durfte man 
zunichst die graphischen Eigenschaften der Planfiguren projective, 
d. i. bei der Projection sich tibertragende nennen. Nun ist bereits 
erwihnt worden, dass man collineare Gebilde jeder Art auch pro- 
jectiv nennt. In entsprechender Weise hat man die Benennung 
projective Higenschaften ausgedehnt, indem man sie fir die 


140 § 18. Reciproke Figuren. 


graphischen Higenschaften beliebiger Figuren einfiihrte. Die Geo- 
metrie der Lage heisst in Folge dessen auch die Lehre von den 
projectiven Higenschaften der Figuren oder die projec- 
tive Geometrie. | 


§ 18. Reciproke Figuren. 


Der Name Projectivitét wird, wie schon erwahnt, nicht bloss 
auf die collinearen Beziehungen angewendet. Um auch die tibrigen 
hierher gehérigen Beziehungen kennen zu lernen, kann man fol- 
genden Ausgangspunkt wihlen. 

Es seien efg drei Geraden, von denen keine zwei eimander be- 
‘gegnen. Die Durchschnittslinie zweier Ebenen, welche irgend einen 
Punkt der e mit f und g verbinden, begegnet gleichzeitig den drei 
gegebenen Linien; durch jeden Punkt einer der gegebenen Linien 
kann man eine solche Gerade ziehen, und zwar nur eine; zwei 
solehe Geraden kénnen einander nicht begegnen. Wenn nun die 
Geraden iklm die Linie ¢ in abed, f n al'cd, g in a’ b'c'd’ 
schneiden, so liegen z. B. die Punktreihen abcd und a'b'cd’ zum 
Ebenenbiischel g(¢klm) perspectiv, und es sind daher abed, a bcd, 
a’ b'c'd" projective Gebilde. 

Umgekehrt: Werden auf den Tragern e und f, die sich nicht 
schneiden, projective Punktreihen abcd und a‘b'c'd’ angenommen, 
so wird jede Gerade g, die von den Linien aa’, bb’, cc’ getroffen 
wird, auch von dd’ getroffen. Denn von den Geraden aa’, bv, 
cc, dd konnen keine zwei einander treffen, mithin auch keine zwei 
von den Geraden efg; durch d kann man also eine Gerade m ziehen, 
welche f und g schneidet, etwa f in D; die Punktreihen a/b’ d’ 
und a’ b'¢ D sind projectiv zu abcd, folglich d’ mit D, dd’ mit m 
identisch, dd’ und g in einer Ebene. — Wenn also die drei Ge- 
raden efg, von denen keine zwei sich schneiden, von den vier 
Geraden tklm getroffen werden, so wird jede Gerade, die von 2k] 
geschnitten wird, auch von m geschnitten. 

Mittels zweier projectiven Punktreihen, deren Traiger e und f 
sich nicht schneiden, werden wir nun jedem Punkte N eine Ebene 
N’ und jeder Ebene P einen Punkt P’ zuordnen. Durch den Punkt 
N geht eine Gerade /, welche e und / schneidet, etwa in a und a; 
bildet man aus Punkten, welche vermége der gegebenen Projecti- 
vitiit zusammengehoren, die Paare af und ba, so ist die Ebene 
NbB mit N’ zu bezeichnen. Die Ebene P schneide e in c, f in y; 
cd und dy seien Paare von Punkten, welche vermége der gege- 
benen Projectivitét zusammengehoren; dann schneidet dd die Kbene 
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Pim Punkte P’. Nennen wir die Elemente NN’ homolog, ebenso 
PP’, so sind auch N’ N, P’P homolog, und jeder Punkt liegt in 
der homologen Ebene. 

Die Punktreihen abcd und Bady sind projectiv, mithin auch 
abed und afByd; daher wird jede Gerade, welche die Linien ac, 
bB, cy schneidet, auch von dd getroffen. Die Gerade PN’ schnei- 
det stets die Linien 08 und cy; wenn N in P liegt, so schneiden 
sich ausserdem PN’ und ac, mithin auch PN’ und do, d. h. die 
Ebene N’ enthalt den Durchschnittspunkt P’ der Ebene P und der 
Geraden dd. Hs dreht sich also die Ebene N’ um den Punkt P’, 
wahrend N in P variirt. Lasst man demnach den Punkt N eine 
Gerade h durchlaufen, so dreht sich die Ebene N’ um eine be- 
stimmte Gerade h’, und so lange die Ebene P durch h geht, bewegt 
sich der Punkt P’ auf h’. Die Geraden hh’ oder h’h heissen homo- 
log. Hin Strahienbiischel, dessen Scheitel seiner Ebene homolog ist, 
besteht nur aus sich selbst homologen Geraden. Eine Gerade, die 
in keinem derartigen Btischel vorkommt, ist von ihrer homologen 
stets verschieden und hat mit ihr keinen Punkt gemein. Jede Ge- 
rade, welche zwei homologe (verschiedene) Geraden schneidet, ist 
sich selbst homolog; jede sich selbst homologe Gerade, welche die 
eine yon zwei homologen Geraden schneidet, schneidet auch die 
andere. 

Von den Paaren, welche mittels dieser auf alle Punkte, Ge- 
raden und Ebenen sich erstreckenden Zuordnung zusammengesetzt 
werden kénnen, sagt man, dass sie ein Nullsystem bilden. Den 
Punkten pqrs einer Geraden h entsprechen die Ebenen p'q'r's’ 
durch die homologe Gerade h’; die Gebilde pgrs und p’'q’7’s’ sind 
projectiv. Denn ist von h’ verschieden, so sind sie sogar per- 
spectiv ; fallt aber mit h’ zusammen, so seien n” homologe verschie- 
dene Geraden, und es mégen die Ebenen p’'q'r’s’ von » in p,q,7;81, 
VON # in PoQo%S. getroffen werden; da pp,p, in gerader Linie 
liegen, ebenso 99,4, 77172) $8;8,, So sind die Gebilde pqrs und 
Pi9715, projectiv, tiberdies p,g,7,s, und p q‘r’s’ perspectiv. — Sind 
daher u und v sich selbst homologe Geraden, die sich nicht schnei- 
den, und iklm sich selbst homologe Geraden, die jene beiden 
schneiden, etwa w in ABCD, v in A,B,C,D,, so sind ABCD 
und A, B,C,D, projectiv; denn die Ebenen wz, wk, ul, wm sind 
den Punkten ABCD zugeordnet und gehen resp. durch A,B,C, D,. 
— Zur Erzeugung des Nullsystemes waren zwei sich selbst homo- 
loge Geraden (e und f), die sich nicht schneiden, und drei sich 
selbst homologe Geraden (z. B. aB, ba, cd), die jene beiden schnei- 
den, gegeben. Wir sehen jetzt, dass diese Bestimmungsstiicke be- 
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liebig gewahlt werden diirfen, und dass sie nur ein einziges Null- 
system liefern. 

Auch die Strahlenbtischel HGH und KH’ F’G'H’ sind pro- 
jectiv, wenn sie homolog sind; wihlt man nimlich an der Hbene 
~ EF, aber nicht am Punkte HF’, die Gerade h beliebig und nennt 
h’ die homologe, so dass h’ durch den Punkt HE’ geht, ohne in 
die Ebene /’F” zu fallen, so ist die Punktreihe h( HIGH) zum 
Ebenenbiischel h’(E’ F’G’H’) projectiv. Es sind demnach je zwei 
homologe einformige Gebilde projectiv. Elementen, welche anein- 
anderliegen, sind aneinanderliegende zugeordnet, getrennten Paaren 
getrennte. Wenn also eine Figur irgend eine graphische Higen- 
schaft besitzt, so kommt der homologen Figur die reciproke Higen- 
schaft zu. 

Daraus folgt aber ohne Hinschrankung, dass zu jeder aus 
Punkten, Geraden und Ebenen beliebig zusammengesetzten Figur A 
eine andere aus den reciproken Hlementen bestehende Figur A’ exi- 
stirt, die von allen graphischen Higenschaften der Figur A die reci- 
proken besitzt und sonst keine. Bezeichnen wir daher mit « und B 
graphische Higenschaften einer Figur, mit « und #' die reciproken 
Higenschaften, welche natiirlich die reciproken Elemente voraus- 
setzen, und nehmen wir an, dass die Higenschaft « stets die Higen- 
schaft B nach sich zieht, so hat auch a’ stets 6B’ zur Folge; denn 
wenn man von einer Figur A mit der Higenschaft « mittels eines 
Nullsystemes zur Figur A’ iibergeht, so besitzt A’ die Higenschaft « 
und mithin auch 6, und folglich kommt der Figur A die Higen- 
schaft 6’ zu. 

Damit ist nun das Gesetz der Dualitaét zwischen 
Punkt und Ebene ohne jeden Vorbehalt erwiesen, in 
Folge dessen auch die beiden anderen Dualititsgesetze 
der projectiven Geometrie. Es stand zwar schon fest, dass 
die drei Arten der Reciprocitit fiir alle Folgerungen aus den bisher 
aufgefiihrten Stammsitzen giltig sind; wir sehen aber jetzt, dass 
diese Gesetze in der projectiven Geometrie allgemeine Anwendung 
finden miissen, gleichviel ob sich noch weitere Stammsiatze modgen 
angeben lassen oder nicht. — 

Wenn man ein Nullsystem mit einer (auf alle Elemente aus- 
dehnbaren) Collineation derart verbindet, dass man zu jedem Ele- 
mente erst das homologe im Nullsystem und dann zu diesem das 
homologe in der Collineation bestimmt, so erhalt man eine soge- 
nannte reciproke oder duale Beziehung. Dabei wird jedem 
Punkte eine Kbene, jeder Geraden eine Gerade und jeder Ebene 
ein Punkt zugeordnet. Zwei Figuren, welche vermége einer sol- 
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chen Beziehung homolog sind, heissen reciprok oder dual; zu jeder 
projectiven Higenschaft der einen Figur ist die reciproke EHigenschaft 


bei der andern vorhanden. — Zwei Figuren, die zu einer dritten 
reciprok sind, haben alle projectiven Eigenschaften gemein. — Wenn 


von fiinf Punkten abcde keine vier in einer Ebene liegen und von 
ftinf Punkten a’b’c'd’é’ keine vier einen Punkt gemein haben, so 
sind die Figuren abcde und a’'b'cd'eé stets reciprok, und zwar 
giebt es nur eine einzige Reciprocitit, bei der sie als homologe 
Figuren auftreten. Sind niimlich ABCDE die homologen Ebenen 
za abede in irgend einem Nullsystem, so sind die Figuren ABCDE 
und a b’ed’é coliinear, folglich abcde und a'b'c'd’é reciprok. Ist 
ferner f ein beliebiger Punkt, so kann man nicht zwei verschiedene 
EKbenen f’ und f” so bestimmen, dass a’b'c'd'éef’ und a b'cd’éf” 
reciprok zu abcdef werden, weil die Figuren a'b’cd’éf und 
abéd'éf” alle graphischen Eigenschaften gemein haben miissten. 
Das Nullsystem ist ein besonderer Fall der Reciprocitat. Wenn 
eime reciproke Beziehung so beschaffen ist, dass jeder Punkt in der 
homologen Ebene liegt, so entsteht ein Nullsystem. Nimmt man nim- 
lich zu irgend einem Punkte a die homologe Ebene a’, welche durch 
a geht, und zieht durch a nach irgend einem andern Punkte b der 
Hbene a die Gerade g beliebig, so liegt auch die homologe Gerade 
g in a; die homologe Ebene zum Punkte 6 enthalt 6 und g’, ist 
aber von a’ verschieden; folglich liegt b in g’, d. h. g fallt mit g’ 
zusammen, jede Gerade in @ durch a ist sich selbst homolog, @ 
der homologe Punkt zu a. Man kann also je zwei homologe Ele- 
mente mit einander vertauschen. Sind nun w-und v sich selbst 
homologe Geraden, die keinen Punkt gemein haben, ikl... sich 
selbst homologe Geraden, die w und v schneiden, so werden durch 
die letzteren projective Punktreihen auf den beiden ersteren erzeugt, 
da das Ebenenbiischel w(ik] ...) der Punktreihe w(ikl .. .) pro- 
jectiv und der Punktreihe v(ikl...) perspectiv ist; und so gelangt 
man zu den oben fiir das Nullsystem angegebenen Constructionen, 
- Wenn man bei einer Reciprocitiit die homologen Elemente mit 
einander vertauschen kann, so heisst die homologe Hbene eines 
Punktes seine Polare, der homologe Punkt einer Ebene ihr Pol, 
die homologe Gerade einer Geraden ebenfalls deren Polare, je 
zwei homologe Figuren polarreciprok, die Beziehung eine Po- 
larreciprocitat. Von den Paaren, welche mittels einer solchen 
Beziehung entstehen, sagt man, dass sie ein Polarsystem bilden. 
Das Nullsystem gehért zu den Polarsystemen; ein Polarsystem, bei 
welchem nicht jeder Punkt in seiner Polare liegt, heisst ein ge- 
wohnliches Polarsystem. — 
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Einen beliebig gegebenen Punkt O und eine beliebig gegebene 
Ebene P kann man zu homologen Hlementen einer dualen Beziehung 
machen. Dadurch wird jeder durch O gehenden Ebene ein in P 
gelegener Punkt, jeder durch O gehenden Geraden eine in P ge- 
legene Gerade zugeordnet, und umgekehrt; man erhiilt eine reciproke 
Beziehung zwischen den beiden Gebilden zweiter Stufe. Um die 
durch den Punkt O gehenden Ebenen und Geraden auf die Punkte 
und Geraden der Ebene P reciprok zu beziehen, kann man zu vier 
an O liegenden Ebenen, von denen keine drei durch eine Gerade 
gehen, die homologen Punkte, von denen keine drei in einer Ge- 
raden liegen diirfen, oder zu vier an O liegenden Geraden, von denen 
keine drei einer Ebene angehéren, die homologen Geraden, von 
denen keine drei durch einen Punkt gehen diirfen, beliebig wahlen, 
und zwar ist durch solche vier Paare die Zuordnung vollkommen 
bestimmt. — Bei den Gebilden zweiter Stufe giebt es aber 
noch zwei andere Zuordnungsarten, welche man duale 
oder reciproke nennt, Geht man von einer ebenen Figur zu 
einer reciproken centrischen, von dieser zu einer collinearen ebenen 
iiber, so heissen die beiden Planfiguren dual oder reciprok; dabei 
ist jedem Punkte der einen eine Gerade der andern zugeordnet. Um 
zwischen zwei Hbenen eine solche Beziehung herzustellen, kann 
man zu vier Punkten der einen, von denen keine drei in gerader 
Linie hegen, die homologen Geradeu beliebig wiihlen, jedoch so, 
dass keine drei durch einen Punkt gehen; vier solehe Paare bestim- 
men die ganze Beziehung. Geht man von einer centrischen Figur 
zu einer reciproken ebenen, von dieser zu einer collinearen centri- 
schen tiber, so heissen die beiden centrischen Figuren dual oder 
reciprok; jeder Geraden der einen entspricht eine Ebene der andern. 
Ordnet man vier durch einen Punkt gehenden Geraden, von denen 
keme drei in einer Ebene liegen, vier ebenfalls durch einen Punkt 
gehende Ebenen zu, von denen keine drei eine Gerade gemein 
haben, so wird dadurch eine und nur eine duale Zuordnung centri- 
scher Figuren bewirkt. 

Reciproke einformige Gebilde. sind projectiv; umgekehrt kénnen 
zwei projective einférmige Gebilde auch reciprok genannt werden, 
ausgenommen den Fall zweier Punktreihen oder zweier Ebenen- 
biischel. Dass die homologen einférmigen Gebilde projectiv sind, 
ist eine HKigenschaft, welche die reciproken Figuren mit den colli- 
nearen gemein haben. Man nennt aus diesem Grunde auch je 
zweireciproke Figuren projectiy. Aber mit derCollineation und 
der Reciprocitat sind alle Zuordnungsarten erschépft, bei denen jedem 
einformigen Gebilde ein projectives einformiges Gebilde entspricht. 
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Ueber die reciproken Gebilde zweiter Stufe ist noch Folgendes 
zu bemerken. Duale Planfiguren kann man in derselben Ebene an- 
nehmen; wenn alsdann die homologen Elemente vertauschbar sind, 
so heisst die homologe Linie eines Punktes seine Polare, der homo- 
loge Punkt einer Linie ihr Pol. Duale centrische Figuren kénnen 
an demselben Scheitel liegen; wenn alsdann die homologen Ele- 
mente vertauschbar sind, so heisst jedes Element die Polare des 
homologen. So oft iiberhaupt duale Gebilde zweiter Stufe aufein- 
anderliegen (an einerlei Ebene oder an einerlei Scheitel) und die 
homologen Elemente vertauschbar sind, nennt man je zwei homo- 
loge Figuren polarreciprok, die Beziehung eine Polarrecipro- 
citaét, und von den Paaren, welche durch eine solche Beziehung 
entstehen, sagt man, dass sie ein (ebenes oder centrisches) Polar- 
system bilden. 

Schhesslich fiihren wir einige Siatze an, welche fiir alle Arten 
von Reciprocitaét und Collineation gelten: 

Wenn die eine von zwei reciproken Figuren eine gewisse projec- 
tive Eigenschaft besitet, so hat die andere die reciproke Eigenschaft. 
Zwei Figuren, die emer dritten reciprok sind, sind collinear. 

Fine Figur, die zw der einen von zwei collinearen Liguren reci- 
prok ist, ist es auch zur andern. 

Zwei Figuren, die zu einer dritten projectiv sind, sind projectiv. 


§ 19. Congruente Figuren in der eigentlichen Ebene. 


In § 17 war die Congruenz als eine besondere Collineation er- 
kannt worden. Hs soll nun eine Higenthiimlichkeit hergeleitet wer- 
den, durch welche sich die Congruenz von andern Collineationen 
unterscheidet. Dabei wird sich Gelegenheit bieten, von den vor- 
stehenden Hrérterungen iiber die Reciprocitéit Gebrauch zu machen. 
Zuvor jedoch ist es nothig, die Congruenz in der eigentlichen Hbene 
zu betrachten. , 

Dass congruente Figuren alle Higenschaften, welche sich nur 
auf das Aneinanderliegen der Hlemente und die Anordnung von 
eigentlichen Punkten in Geraden beziehen, und mithin insbesondere 
alle graphischen Higenschaften gemein haben, ist schon in § 14 
(Seite 112 und 114) hervorgehoben worden. Ls haben aber congruente 
Figuren iiberhaupt alle Eigenschaften gemein, welche sich mit den 
bisher eingefiihrten Begriffen definiren lassen. Denn diese Begriffe 
umfassen ausser dem Aneinanderliegen der Elemente und der An- 
ordnung von eigentlichen Punkten in Geraden nur noch den der 
Congruenz; so oft aber in der einen von zwei congruenten Figuren 


Pascu, Vorlesungen. 10 
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congruente Theile vorkommen, sind auch die homologen Theile der 
andern Figur congruent (§ 14 Seite 115). 

Congruente (aber verschiedene) Punktreihen, welche auf einer 
und derselben eigentlichen Geraden f liegen, haben niemals mehr 
als einen eigentlichen Punkt entsprechend gemein (§ 14 Seite 115). 
Ist ein eigentlicher Doppelpunkt b vorhanden, so ist die Beziehung 
involutorisch und durch den Punkt b be- 
stimmt; denn nimmt man auf f den 
eigentlichen Punkt @ beliebig und nennt 
e den homologen Punkt, so sind die Paare ba und be congruent, 
a und ¢ auf verschiedenen Seiten von b gelegen, folglich fiir ¢ nur 
eine einzige Lage moglich, und der homologe Punkt zu © ist a. 
Umgekehrt: Ist die Beziechung involutorisch, so existirt ein eigent- 
licher Doppelpunkt b; denn sind a und c homologe eigentliche 
Punkte, b die Mitte der Strecke ac, b’ der homologe Punkt, also 
acb und cab’ congruent, so ist b’ die Mitte der Strecke ca und 
folglich mit 6 identisch. Je zwei in dieser Weise auf einander be- 
zogene Punktreihen einer eigentlichen Geraden heissen invers con- 
grueut, Sie besitzen ausser dem eigentlichen Doppelpunkte 6 noch 
einen uneigentlichen Doppelpunkt B (vergl. § 14 Seite 117), welcher 
auf der Geraden f durch b véllig bestimmt wird; wir wollen 6 den 
mit 6 verkniipften*) Punkt der Geraden f nennen. Der Mittel- 
punkt einer Strecke ac wird allemal durch ihre Endpunkte von 
dem mit der Mitte verkniipften Punkte der Geraden ac harmonisch 
eetrennt. 


oe, --e 
a b c 


Liegen zwei congruente Punktreihen auf einer und derselben 
eigentlichen Geraden /,. ohne einen eigentlichen Punkt entsprechend 
gemein zu haben, so sind sie nicht involutorisch und heissen direct 
congruent. Ist dann dem eigentlichen Punkte a der Punkt 6, 
diesem der Punkt ¢ zugeordnet und 6 der mit 6 verkntipfte Punkt 
der f, so sind a, b, ¢ von einander verschieden, ab und be con- 
gruent, 6 die Mitte der Strecke ac, acbB harmonisch, und es kann 
also der am Schluss des § 16 bewiesene Satz auf die Paare 08 an- 
gewendet werden. Der Punkt 6 ist danach entweder ftir alle Lagen 
von 6 derselbe, oder er verandert sich immer mit b. Im ersten 
Falle nennen wir 6 den absoluten**) Punkt der Geraden /; im 
zweiten Falle bilden die Paare 68 eine Involution, welche die ab- 
solute Involution auf der Geraden f genannt werden soll. — 


*) Vol, Reye, Crelle’s Journal Bd. 82 S. 174, 
**) Das Priadicat ,,absolut‘* wird hier und im Folgenden in dem von Cay- 
ley, Phil. Trans. Vol. 149 (1859), eingeftihrten Sinne gebraucht, 
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Zwei identische Punktreihen auf f sind einander stets congruent und 
zwar zu den direct congruenten zu rechnen. 

Beim Uebergange von einer Figur zu einer congruenten gehen 
je zwei verkniipfte Punkte der Geraden f in verkniipfte Punkte der 
entsprechenden Geraden iiber. Wenn daher / einen absoluten Punkt 
besitzt, so gilt dies auch von jeder andern eigentlichen Geraden. 
Ks sind dann auf jeder eigentlichen Geraden alle eigentlichen 
Punkte mit dem absoluten Punkte der Geraden verkniipft; die Be- 
ziehung zwischen zwei direct congruenten Punktreihen auf der 
eigentlichen Geraden ist nach der in § 16 eingeftihrten Ausdrucks- 
weise eine Aequivalenz, welche den absoluten Punkt zum Grenz- 
punkte hat; je zwei direct congruente Punktpaare der eigentlichen 
Geraden sind fiir deren absoluten Punkt dquivalent. Wenn aber f 
eine absolute Involution besitzt, so erhalt man auch auf jeder 
andern eigentlichen Geraden eine absolute Involution. 

Hiernach giebt es entweder auf jeder eigentlichen Geraden einen 
absoluten Punkt oder auf jeder eigentlichen Geraden eine absolute 
Inyolution. Nimmt man das erstere an, so erhalt man die Kukli- 
dische Geometrie; die letztere Annahme hingegen fiihrt zu 
Nichteuklidischer Geometrie. Welche Annahme der Wirk- 
lichkeit entspricht, werden wir hier unentschieden lassen; aus den 
der bisherigen Entwickelung zu Grunde gelegten Thatsachen geht 
eine Entscheidung der Frage nicht hervor. — 

Congruente (aber verschiedene) Figuren in einer eigentlichen 
Ebene & haben niemals drei eigentliche Punkte, die nicht in ge- 
rader Linie liegen, entsprechend gemein (§ 14 Seite 115). Wenn 
zwei eigentliche Punkte a, b sich selbst entsprechen sollen, so miissen 
alle Punkte der Verbindungslinie f von a und b sich selbst entspre- 
chen, die Beziehung wird durch die eigentliche Gerade f villig be- 
stimmt, und je zwei homologe Punkte sind vertauschbar. Denn nimmt 

man in der Ebene # den eigentlichen 

7 Punk ¢ ausserhalb der f beliebig und nennt 

“6 Waar y @ den homologen Punkt, so sollen in der 
Ebene F die Figuren abe und abd con- 
gruent sein, d ist also nach dem IX. Grund- 
satz in § 13 bestimmt, und zwar miissen ¢ 
und d auf verschiedenen Seiten der f liegen; der eigentliche Punkt y, 
in welchem die Geraden f und cd sich treffen, entspricht sich selbst, 
ebenso die Gerade cd, die auf cd entstehenden congruenten Punkt- 
reihen habew den Doppelpunkt y, liegen mithin involutorisch, und 
es sind also auch de homolog. — Die beiden Figuren habén noch 


einen uneigentlichen Punkt F ausserhalb der /, namlich den auf cd 
10* 


148 § 19. Congruente Figuren in der eigentlichen Ebene. 


mit y verkniipften Punkt, aber sonst keinen ausserhalb der f gele- 
genen Punkt (§ 17) entsprechend gemein. Der Punkt J” heisst der 
absolute Pol der Geraden f in der Ebene # und ist mit jedem 
eigentlichen Punkte 0 der f verkntipft; denn bei der vorhin betrach- 
teten Congruenz entspricht die Gerade 0 F sich selbst, und es liegen 
auf ihr congruente Punktreihen mit den Doppelpunkten 0 und J’. 


Hine Congruenz dieser Art entsteht, wenn man auf zwei durch 
einen eigentlichen Punkt S gezogenen Strahlen b, ¢ von S aus con- 
eruente Strecken SP, SQ auftrigt. 
b = Nach dem V. Grundsatze in § 13 sind 
die Figuren PSQ und QSP con- 
£ eruent; dabei entspricht die Gerade 
PQ sich selbst, ebenso die Mitte 
der Strecke PQ, tiberhaupt alle 
Punkte des Strahls f, welcher diese 


=< iz 
ae — S| pee 
me ang ai: 


Fig, 50. 


ce 


Mitte mit § verbindet. — Auch 6 und c, ¢ und b sind homolog; 
folglich sind die Figuren be und cb congruent. — Wenn insbeson- 


dere ¢ einen absoluten Pol B von b enthialt, so kann 

: man einen Punkt C so angeben, dass die Figuren 

at ) b¢eBund cbC congruent werden; es liegt dann C in b 
und ist der absolute Pol von ¢ in der Ebene bc; die 
Beziehung zwischen den Strahlen b und ¢ ist also 
gegenseitig, die Strahlen werden auf einander senk- 
recht genannt. In jedem Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel 
steht jeder Strahl auf einem und nur einem Strahle des Biischels 
senkrecht, und diese beiden Strahlen sind von einander verschieden. 
Aus jedem eigentlichen Punkte kann man nach jeder nicht an ihm 
gelegenen eigentlichen Geraden eine und nur eine Senkrechte ziehen. 


Big ol: 


Ausserdem bieten sich hier noch folgende Satze dar. 


1. Tragt man auf zwei durch einen eigentlichen Punkt S ge- 
zogenen Strahlen 6, ¢ von S aus congruente Strecken SP, SQ und 
auf den anderen Schenkeln der Strahlen 0, ¢ von S aus congruente 
Strecken SP’, SQ’ auf, so sind die Figuren P’SQ und Q'SP 


congruent. 


Beweis: Da die Figuren SPQ und SQP congruent sind, so 
giebt es einen Punkt Q, derart, dass die Figuren P’S PQ und 
@,SQ@P congruent ausfallen; @, liegt in der Geraden SQ, d. i. ¢, 
aber nicht im Schenkel SQ. Die Strecken SQ, und SP’ sind con- 
gruent, folglich auch SQ, und SQ’, Q, mit Q identisch, P’S PQ 
und QYS@P congruent. 

2. Liegen in emer Ebene die eigentlichen Punkte A BCD der- 
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art, dass die Strecken AC und AD congruent sind, ebenso BC 
und BD, so sind die Figuren ABCD und ABDC congruent. 

Beweis: Sollten ACD in eine Gerade fallen 

C und zugleich auch BCD, so kann A sich nicht 

a foe von 6 unterscheiden. Ich nehme daher an, 

Bye t dass etwa ACD nicht in gerader Linie liegen; 
dann sind die Figuren ACD und ADC con- 
Fig, 52. gruent, und ich kann in der Ebene ACD den 
Punkt B, so wahlen, dass die Figuren 4 BCD 
und AB, DC congruent ausfallen. Liegen A und B auf derselben 
Seite von OD, so gilt dies auch von A und B,, und umgekehrt; 
folglich liegen B und B, nicht auf verschiedenen Seiten von CD. 
Da nun BCD und BDC, BCD und B,DC, folglich BDC und 
B, DC congruent sind, so ist B, mit B identisch. 

3. Liegen die eigentlichen Punkte ABC beliebig und die 
eigentlichen Punkte A’B’C’ derart, dass die Strecken AB, AC, 
BC resp. den Strecken A’ B’, A’C’, B’C’ congruent sind, so sind 
die Figuren ABC und A’B’C’ congruent. 

Beweis: In einer durch ABC gelegten Ebene kann ich den 
Punkt D so wahlen, dass ABD und A*B’C’ congruent werden. 
Hs sind dann AC und AD, BC und BD congruent, folglich nach 
dem vorigen Satze ABC und ABD. 

4, Wenn in einer eigentlichen Ebene H zwei congruente Fi- 
_ guren derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte PP’ einander in 
beiderlei Sinn entsprechen, und dass sich zwei auf verschiedenen 
Seiten der Geraden PP’ gelegene homologe eigentliche Punkte QQ 
vorfinden, so ist. die Mitte S der Strecke PP’ und jeder in der 
Ebene E durch S gezogene Strahl sich selbst zugeordnet, und je 

zwei homologe eigentliche Punkte legen 

ra auf verschiedenen Seiten von S. 
ie Beweis: Zunichst entspricht der Strahl 
PP’ sich selbst, auf ihm liegen zwei invers 
| ee P congruente Punktreihen mit dem Doppel- 
punkte S, die Strecken SP und SP’ sind 


ER congruent. Auf irgend einem andern Strahle 
“fs sek des Biischels S in der Ebene # mache man 
: ae von S aus die Strecken SR und SR’ mit 


SP und SP’ congruent, indem man etwa 
R mit Q, also R’ mit Q' auf cinerlei Seite von PP’ annimmt, und 
nenne R, den homologen Punkt zu R. Nach Satz 1. sind PSH 
und R’SP congruent, folglich sind es auch P’SR und PSL’, 
PSR, und PSR’; tiberdies liegen Q’ und R,, also auch A’ und 
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R, auf einerlei Seite von PP’, Hiernach fallt A, mit L° zusammen, 
R und £ sind homolog. 


5. Wenn in einer eigentlichen Ebene l/ zwei congruente Figuren 
derart liegen, dass zwei eigentliche Punkte PP’ einander in beiderlei 
Sinn entsprechen, und dass sich zwei auf derselben Seite der Ge- 
raden PP’ gelegene zugeordnete eigentliche Punkte QQ’ vorfinden, 
so sind alle Punkte der Geraden f, welche in der Ebene / auf der 

Geraden PP’ im Mittelpunkte S der 


£ Strecke PP’ senkrecht steht, sich selbst 
Q- -O/ honolog. 
Re Beweis: Da der Strahl PP’ und der 
/ ,  Punkt S sich selbst entsprechen, so 
bP Nite aes fallt auch der Strahl f mit dem homo- 


logen zusammen. Auf f nehme ich den 
eigentlichen Punkt R, mit Y und Q’ 
auf einerlei Seite von PP’, und nenne 
ae Ae R’ den homologen Punkt; da RA’ mit 
Q’, also R mit R’ auf einer Seite von 

PP’ liegen muss, so fallt R° mit R zusammen. 


6. Werden durch einen eigentlichen Punkt S zwei Strahlen 0 
und ¢, nicht senkrecht zu einander, gezogen, so liegt im Biischel bc 
ein und nur ein von ¢ verschiedener Strahl 

¢ ©, Welcher congruente Figuren bc und b¢ 


S8, a. pes ergiebt. 
rep! Vis 3) haat Beweis: Ich nehme auf ¢ den eigent- 
ae ee lichen Punkt @Q beliebig (von S verschie- 
ie a~ den). Sollen bei einer Congruenz in der 
y Ebene bc die Elemente J und S sich selbst 
Fig. 55. entsprechen, aber nicht ¢, so miissen auf 


b entweder alle Punkte sich selbst zuge- 
ordnet oder eine inverse Congruenz mit dem Doppelpunkte S an- 
genommen werden, Ist im ersteren Falle Q, der homologe Punkt 
zu @, so geht die Gerade QQ, durch den absoluten Pol der b in 
der Ebene bc, d. h. sie steht auf b senkrecht und ist also von ¢ 
verschieden, Q, nicht in ¢ gelegen; die hiernach von ¢ verschiedene 
Verbindungslinie c’ der Punkte S und Q, ist mit ¢ homolog. Im 
zweiten Falle seien @ und Q, zugeordnete Punkte; aus Satz 4. wird 
man folgern, dass sie auf einerlei Seite von 6b liegen miissen, also 
Q, und Y, auf verschiedenen Seiten. Macht man auf b die Strecken 
SP und SP’ congruent, so sind SPQ und SP’, congruent, zu- 
gleich SPQ und SPQ,, folglich SPQ, und SP’Q,, SPP’Q, und 
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SP’PQ,. Nach Satz 4. fallen daher die Strahlen SQ, und SQ, 
zusammen, und man erhialt wieder ¢’ als zugeordneten Strahl zu c. 
¢7. Wird bei einer Congruenz in einem Strahlenbischel mit 
eigentlichem Scheitel S der Strahl 6 sich selbst zugeordnet, so ist 
auch der auf b senkrechte Strahl 6 des Biischels ein Doppelstrahl, 
und es werden entweder je zwei homologe Strahlen durch 06 har- 
monisch getrennt, oder es entspricht jeder Strahl sich selbst. 

Beweis: Der homologe Strahl zu B ist senkrecht zu.b, also mit 
6 identisch. Ich nehme nun im Biischel 08 einen dritten Strahl ¢ 
und nenne ¢ den homologen Strahl. Fallen ¢ und ¢ zusammen, so 
gilt dies von allon Strahlen; anderenfalls gehért zu c ein von ¢ 
verschiedener homologer Strahl d, welcher bc und bd, also be und 
bd congruent macht und mithin nach dem vorigen Satze von c nicht 
verschieden sein kann, die Beziehung ist also involutorisch und hat 
die beiden Doppelstrahlen 08. 

Zwei congruente (aber verschiedene) Strahlenbiischel in einer 
Ebene, welche einen und denselben eigentlichen Punkt zum Scheitel 
haben, heissen invers congruent, wenn Doppelstrahlen vor- 
kommen, anderenfalls direct congruent. Zwei identische Strah- 
lenbiischel sind allemal zu den direct congruenten zu reclnen. 

Invers congruente Biischel legen in Involution und haben zwei 
auf einander senkrechte Doppelstrahleu, die Beziehung ist durch 
einen Doppelstrahl bestimmt; nach Satz 4. ist auf dem einen Doppel- 
strahl jeder Punkt sich selbst homolog, waihrend auf dem andern 
invers congruente Punktreihen liegen; nach § 16 (Seite 131) wird 
kein Paar homologer Strahlen durch ein anderes getrennt. 

8. Wird durch den eigentlichen Punkt S irgend eine Ebene 

angenommen, so liegen die in der Ebene 


Gg b Hsmit S verkniipften Punkte auf einer 
ae an Geraden. 

ye | He ae Beweis: In der Kbene / lege ich durch 

Seite | S zwei senkrechte Strahlen aa, einen be- 

7 ee , liebigen dritten Strahl b und zu aab den 


vierten harmonischen Strahl ¢, so dass wb 
und a@e¢ congruent werden. Sind a,a,b,¢, 
die resp. auf aabe mit S verkniipften Punkte, so sind a,«a, die ab- 
soluten Pole resp. von «a in der Kbene £. Ich stelle nun in der 
Ebene E eine Congruenz auf, bei welcher alle Punkte der w sich 
selbst, die Strahlen bc evander entsprechen; auch b, und ¢, werden 
homolog, und den eigentlichen Punkten AB der b werden A’ B’ 
auf c zugeordnet. Des Punktreihen SABb,, SA B’c, sind per- 
spectiv, die Strahlen AA’ und BB’ stehen senkrecht auf a und 


Fig, 56. 
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treffen sich in «,, folglich geht b,c, durch a, Aber dann muss 
b,c, ebenso durch a, gehen, d. h. auf der Geraden a,a, liegt -b, 
und mithin jeder mit S verkniipfte Punkt der Ebene FL. 

Diese Gerade heisse die absolute Polare des Punktes S in 
der Ebene EF. Sie enthalt den Punkt S nicht, ist tiberhaupt eine 
uneigentliche Gerade; jeder ihrer Punkte ist mit S verkniipft. Sie 
ist zugleich der Ort der absoluten Pole, welche in der Ebene / zu 
den in dieser Ebene durch S gelegten Strahlen gehoren. 

9. Liegen an einem eigentlichen Punkte S und an einer Ebene 
zwei congruente Strahlenbtischel derart, dass zwei nicht senkrechte 
Strahlen cc’ einander in beiderlei Sinn entsprechen, so sind die 

Biischel invers congruent; die Beziehung 
Ge ist durch das Paar cc’ bestimmt. 


Be ih 5 Beweis: Machen wir auf ¢ die 
ee Strecken SC und SC, congruent und 
Tt, c’—~ 5, nennen C’ den-auf ¢ gelegenen homo- 
Fig. 51. logen Punkt zu C, so werden SC und 


SC’ congruent. Der homologe Punkt 
zu O’ soll auf ¢ liegen und ist daher C; denn sonst wiren C’C, 
homolog, SCC’ und SO’ C, congruent, also SCC’ und SC,C’ con- 
gruent, ¢ auf ¢ senkrecht.' Folglich entspricht die Gerade CC’ sich 
selbst, ebenso die Mitte der Strecke CC’ und der Strahl b, welcher 
diese Mitte mit S verbindet, u. s. w. 

10. In jedem Strahienbiischel mit eigentlichem Scheitel bilden 

die Paare senkrechter Strahlen 0 eine Involution. 
Beweis: Nimmt man in dem Biischel den 


B e Strahl @ beliebig, aber von 6 und f verschieden, 

oe rai so sind ab homologe Strahlen einer, nach Satz 6. 
Bird ae a vollig bestimmten, nicht involutorischen (also 
“~~ directen) Congruenz in dem Biischel; dem Strahle 

Pig. 58. b entspricht ein von @ und 0 verschiedener 


Strahl ¢, welcher ba und be congruent macht. 
Zu acB ist B der vierte harmonische Strahl. Mit 0 variirt nun 8, 
und die Paare 0f bilden eine Involution nach § 16 extr. 

Diese Involution soll die absolute Involution in dem Strah- 
lenbiischel genannt werden; sie hat keine Doppelstrahlen. 

11. In jedem Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheitel S wird 
durch Zuordnung zweier beliebiger Strahlen eine directe Congruenz 
bestimmt. 

Beweis: Sind die beiden Strablen nicht senkrecht, so folgt die 
Behauptung, wie bereits im vorigen Beweise erwahnt wurde, aus 
Satz 6. Werden aber zwei senkrechte Strahlen aa einander zu- 


§ 19. Congruente Figuren in der eigentlichen Ebene. 153 


yeordnet, so muss die Beziehung involutorisch werden. Es seien 
lann AB homologe eigentliche Punkte resp. von aa, und auf a 
seien die Strecken SA, SC congruent. 


B ig Dem Punkte B ist A oder C zugeordnet; 
lp ~6 ware es A, so gibe es nach Satz 5. einen 

aga Doppelstrahl; folglich sind BC homolog, 

CS NSA Man ziehe nun einen Strahl 0 des Biischels 
ae i\ “ gwischen A und B hindurch und nenne 
2 B den (in beiderlei Sinn) homologen Strahl. 


Da #6 zwischen B und C hindurchgeht, so 
werden aa durch bf getrennt, die durch 
die Paare SS, AL, BC bestimmte Con- 
yruenz ist direct, die Strahlen D6 stehen aufeinander senkrecht. 
Jurch die beiden Paare aa, DB ist die Involution bestimmt, sie 
alt daher mit der absoluten Involution des Biischels zusammen. 

Die directe Congruenz im Strahlenbiischel ist hiernach im Allge- 
neinen nicht involutorisch, nur die absolute Involution des Biischels 
st als eine directe Congruenz aufzufassen. Je zwei senkrechte Strah- 
en des Biischels werden durch jedes andere Paar senkrechter Strahlen 
lesselben getrennt. 

12. Sind zwischen drei eigentlichen Punkten ABC senkrechte 
strahlen AB, AC gezogen und aus A nach BC eine Senkrechte 
yefallt, welche der BC in a begegnet, so liegt a zwischen B und C. 
Beweis: Liige etwa C zwischen a und B, 


i Arf so miisste der Schnittpunkt 6 der AB mit 


Fig. 59. 


Ae \ | der auf BC im Punkte C und in der Ebene 
R Lee BAY Cc ABC errichteten Senkrechten zwischen 4 und 
ez B fallen. Errichtet man in derselben Ebene 
ide Cy senkrecht auf AC, so wiren die Senk- 
7? rechten CA, Cy durch die Senkrechten CB, 
Fig ©: CB nicht getrennt. 


13. Liegen die eigentlichen Punkte ABC beliebig, nicht in 
serader Linie, und werden die Geraden BC, CA, AB von. den 
esp. aus A, B, C nach ihnen gefallten Senkrechten in a, b, ¢ 
setroffen, so liegt entweder a zwischen B und C, oder b zwischen 
J und A, oder C zwischen A und DB. 

B Beweis: Nehmen wir an, dass etwa 0 nicht 
al y zwischen C und A liegt, sondern A zwischen 
ae b und O. Die Senkrechte auf AC in A und in 
EF eaeeege der Ebene ABC trifft dann BC in 6 zwischen B 
\. und C (oder in B selbst), folglich hegt a zwischen 

e B und C (Satz 12), d.i. zwischen B und C. 


Fig. 61. 
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14. Wird der eigentliche Punkt S sich selbst, der Schenkel 
SF’ dem Schenkel SF’ zugeordnet, so wird dadurch in der Kbene 
SIF” eine und nur eine Congruenz bestimmt, 
bei welcher das Biischel S in ein direct con- 
gruentes tibergeht. 

Beweis: Dem eigentlichen Punkte A im 
Schenkel S/F’ entspricht ein bestimmter Punkt A’ 
im Schenkel S/”. Wird der eigentliche Punkt 
B in der Ebene Sf” ausserhalb des Strahles 
SF und der in dem Biische! gelegenen Senk- 
rechten gewahlt, so giebt es in der Ebene SPF" 
zwei Punkte BD’ und B,, welche SA’B’ und 
SA’ B, mit SAB congruent machen, Die Strahlen SSL’ und SB, 
fallen nicht zusammen; einer von ihnen, etwa Sb’, ist dem Strahle 
SB zuzuordnen (10), und 6b’ ist dann der homologe Punkt zu B. 

Wenn eine Figur durch eine solche Congruenz in eine andere 
tibergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene SF” um S gedreht. 
Hierher gehért insbesondere diejenige Congruenz, bei der je zwei 
homologe Punkte mit S auf einer Geraden legen (vgl. Satz 4). 

15. Wird die eigentliche Gerade g der Ebene £F sich selbst 
und auf g dem eigentlichen Punkte A der Punkt A’ zugeordnet, 

so wird dadurch in der Ebene F eine 

B B’ und nur eine Congruenz bestimmt, 
bei welcher auf g direct congruente 
Ga ye gro Punktreihen entstehen und zwei homo- 

loge eigentliche Punkte (B, B’) aut 

‘B einerlei Seite der g sich vorfinden. 
Beweis: Der Punkt A’ soll nicht 
in A, sondern etwa in A” tibergehen. 
Ist nun M die Mitte der Strecke AA’, so drehe man zuerst um 
so, dass A nach A’ gelangt; dabei geht A’ in A, B in B, iiber, 
Bund B, liegen in der Geraden MB auf verschiedenen Seiten 
der g. Hierauf drehe man um JA’ so, dass A nach A” gelangt: 
dabei muss , in B’ tibergehen, und man erkennt also zugleich 

dass die Strecke 6,’ in A’ ihren Mittelpunkt besitzt. 

Wenn eine Figur durch eine solche Congruenz in eine andere 
tibergeht, so sagt man, sie sei in der Ebene FE lings der Geraden 
g verschoben. Die Verschiebung lasst sich auf zwei Drehungen 
zuriickfiihren. 


B 


Fig. 62. 


eo 


Fig. 63. 
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Wir werden jetzt an den Begriff der absoluten Polare an- 
niipfen. Hs seien RST eigentliche Punkte in einer Ebene £, 
st ihre absoluten Polaren in FE; die Gerade RS wird von r in 
em mit Ji verkntipften Punkte R’, von s in dem mit S verkniipf- 
an S’ geschnitten; + und s enthalten den absoluten Pol der RS 
2 FE. Macht man nun ‘die Annahme, welche zur Euklidischen 
reometrie fiihrt, so fallt R’ mit S’ zusammen, niimlich in den 
bsoluten Punkt der RS, folglich haben r+ und s zwei Bunkte ge- 
1ein und fallen in eine und dieselbe Gerade e, welche die abso- 
ute Gerade der Ebene H genannt werden mag. Jeder eigent- 
che Punkt der Ebene E hat e zur absoluten Polare, von jeder 
igentlichen Geraden enthilt e den absoluten Pol und schneidet 
ie in ihrem absoluten Punkte. Aus der in HZ zum Punkte R ge- 

hérigen absoluten Involution aa, bB, éy, ... 
; schneidet e involutorische Punktepaare a,«,, 


nx 

| 

| e b, B;, ¢,7,;,... heraus; zieht man nun in EL 
eo 2 durch S den Strahl @ senkrecht zu a, den 


Strahl q@ senkrecht zu a’, so treffen sich « 
S -@ und @’ in @,, a unda@ ina, d.h. e schnei- 


Fig. 64, det auch aus der in E zu § gehérigen ab- 
soluten Involution die Punktepaare a, «a,, 
1B}, 71, --- heraus. Die so auf e entstehende Involution mag 


ie absolute Involution der Ebene & genannt werden; je zwei 
aare derselben legen getrennt, Doppelpunkte sind nicht vor- 
anden. 

Wesentlich anders gestaltet sich die Sache bei derjenigen An- 
ahme, welcher Nichteuklidische Geometrie entspricht. Hier ist R’ 
on S’, r von s verschieden, der Punkt rs der absolute Pol der 
2S in H; in gleicher Beziehung steht der Punkt s¢ zur Geraden 
7, der Punkt rt zur Geraden RT. Gehen rsé durch einen Punkt, 
o liegen RST auf einer Geraden; denn jener Punkt ist dann ab- 
oluter Pol der RS und der RI, mithin RS mit KT identisch. 


*) Cayley hat bemerkt, dass die metrischen Higenschaften der Figuren 
1 der Euklidischen Geometrie als specielle Fille von projectiven Kigenschat- 
sp erscheinen, wenn man gewisse Gebilde zuzieht, welche hier durch ein 
absolutes Polarsystem‘‘ vertreten werden; vgl. die auf Seite 146 citirte Ab- 
andlung. Diese Theorie hat Herr F. Klein (Math. Ann, Bd. 4 S. 573 ff.) 
uf die Nichteuklidische Geometrie ausgedehnt und aus anderen Gesichts- 
unkten beleuchtet. 
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Sind also ABCD eigentliche Punkte der /, von denen keine drei 
in gerader Linie liegen, und abcd ihre absoluten Polaren in £, 
so gehen von diesen keine drei durch einen Punkt, und es wird in 
der Ebene durch die Paare Aa, Bb, Cc, Dd eine Reciprocitat 
bestimmt, bei welcher den Geraden AB, AC, AD ihre absoluten 
Pole 6, y, 0 (d.i. ab, ae, ad) entsprechen. . Es werde mit P ein 
fiinfter eigentlicher Punkt der H, mit « der dem Strahle AP zu- 
geordnete (mit 6B, y, 0 auf a gelegene) Punkt bezeichnet. Die 
Figuren A(BCDP) und By de werden projectiv, Byde und A(Py de) 
perspectiv, folglich A(BCDP) und A(Byde) projectiv; die Strah- 
len AB und AB bilden ein Paar der absoluten Involution in dem- 
selben Biischel, ebenso AC und Ay, AD und AO, folglich gilt 
dies auch von AP und Ae, d.h. « ist absoluter Pol der AP. 
In gleicher Weise liefern bei jener Reciprocitét BP, CP, DP als 
homologe Punkte ihre absoluten Pole, mithin P als homologe Ge- 
rade seine absolute Polare. Ueberhaupt ist jedem eigentlichen 
Punkte seine absolute Polare, jeder eigentlichen Geraden ihr abso- 
luter Pol zngeordnet, die Reciprocitét von den Punkten ABCD 
unabhingig. Sind nun e& und f die homologen Punkte zu den 
Geraden AB und BB, also af’ die homologe Gerade zu B, so 
liegen «@ und fp’ auf der Geraden AL, welche somit dem Punkte 
6 entspricht; ebenso ist AC die homologe Gerade zu y, also A der 
homologe Punkt zu a. Da hiernach auch die Paare aA, DB, cC, 
dD der betrachteten Beziehung angehéren, so ist diese als Polar- 
reciprocitat zu bezeichnen; wir nennen sie die absolute Polar- 
reciprocitat der Ebene L, die Paare homologer Hlemente bilden 
das absolute Polarsystem der Ebene LE. 

Indem wir jetzt aus der Ebene heraustreten und zunichst die 
Kuklidische Geometrie von der andern nicht trennen, betrachten 
wir einen Strahl e durch den eigentlichen Punkt P, drei auf ¢ 
senkrechte Strahlen fgh durch P und einen beliebigen Strahl / 

des Biischels fg. Mit A und B bezeichnen 
e wir eigentliche Punkte von f resp. g auf 
verschiedenen Seiten von i, so dass k von 
der Geraden AB in einem eigentlichen 
Punkte C geschnitten wird; auf e machen 
wir die Strecken PD, PD’ congruent. Es 
werden dann AD und AD’ congruent, 
ebenso BD und BD’, folglich auch A BD 
und ABD’, ABDC wid ABD'C, DC 
und D'C, PCD und PCD, folglich e senk- 
recht zu k. Die Ebenen eh und fg schnei- 
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en sich daher in einer auf e¢ senkrechten, also mit h identischen 
reraden, d.h. h liegt in der Ebene fg. Demnach ist der Ort aller 
reraden, welche auf ¢ in P senkrecht stehen, eine Ebene H; man 
ennt e und / senkrecht zu einander. Durch jeden eigentlichen 
-unkt geht eine und nur eine Ebene, welche auf einer gegebenen 
igentlichen Geraden senkrecht steht. Steht die Gerade ¢ auf H 
n @ senkrecht, so steht auch die in / auf PQ durch Q errichtete 
enkrechte / auf e’ senkrecht; macht man auf f’ die Strecken QF 
md WG congruent, so werden PF’ und PG congruent, weiter 
JF und DG, DQF und DQG, folglich ist f’ senkrecht zu DQ, 
berhaupt zur Ebene eQ, e in der Ebene eQ, e und @’ in einer 
ibene (Hukl. XI. 6]. Hiernach geht durch jeden eigentlichen Punkt 
% eine und nur eine Gerade r, welche auf einer gegebenen eigent- 
ichen Ebene £ senkrecht steht; denn liegt R auf EH und zieht 
nan in FH durch R zwei Strahlen st, sodann durch R zwei auf s 
esp. ¢ senkrechte Ebenen S und 7’, so ist die Gerade SZ senk- 
echt auf der Ebene st; liegt aber A nicht auf HL, und errichtet 
nan in einem auf EH gelegenen eigentlichen Punkte Q die Senk- 
echte e auf EH, so muss ry in die Ebene Re’ fallen u.s. w. 

Alle Senkrechten auf einer eigentlichen Hbene gehen durch 
inen (uneigentlichen) Punkt. Wir nennen ihn den absoluten 
-01 der Ebene; er ist mit allen eigentlichen Punkten der Ebene 
erkniipft; jede durch ihn gezogene eigentliche Gerade steht auf 
er Hbene senkrecht; zu jeder eigentlichen Geraden der Kbene ist 
r absoluter Po]. Werden durch eine eigentliche Gerade zwei 
‘benen H und EH’ derart gelegt, dass H’ den absoluten Pol von HL 
nthalt, so liegt der absolute Pol von H” in E; jede Senkrechte, 
uf der Geraden HE’ in der einen Kbene errichtet, steht auf der 
ndern Ebene senkrecht; solche Ebenen heissen senkrecht. Jede 
ibene, welche eine zur Ebene L senkrechte Gerade enthalt, steht 
enkrecht auf H. Legt man durch einen eigentlichen Punkt drei 
aarweise senkrechte Ebenen, so sind je zwei Durchschnittslinien 
uf einander senkrecht. 

Durch die eigentliche Gerade g lege man Paare senkrechter 
Ibenen aa, bB,... und durch den eigentlichen Punkt P der g 
ine Ebene senkrecht zu g. Diese Ebene schneidet aus jenen Paaren 
ie Strahlenpaare a,a,, b,8,, ... heraus, welche durch P gehen 
nd involutorisch liegen. Also bilden auch die Paare aa, bB,.. 
m Ebenenbiischel g eine Involution; diese werde die absolute 
nvolution im Ebenenbiischel g genannt. Je zwei Paare dersel- 
en liegen getrennt, Doppelebenen sind nicht vorhanden. — 

Um die Congruenz im Kbenenbiischel niher zu untersuchen, 
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stellen wir zuerst folgenden Satz auf: Sind PQR ... Ebenen an 


der cigentlichen Geraden g, par... und pdr ... Schmitte des 
Ebenenbiischels PQR ... mit Ebenen, welche auf g (in A resp. A’) 
senkrecht stehen, so sind die Strahlenbiischel pqr ... und pqr . 
congruent. Beweis: Auf pp’, gq’, rr’... ver- 
J} p zeichne ich die Paare congruenter Strecken 
one AB ABS AC AC AD: ADs Se jeyaut 
Wei Ae derselben Seite der g und nenne M die Mitte 
oe der Strecke AA’; die in M auf g senkrechte 
IN | 4 bene wird die Strecken BB’, CC’ in zwei 
Mia | Nib aes Punkten N, O schneiden. Da MNAB und 
px 0 MWNA'B’, MOAC und MOA’C’ congruent 
AN sind, so ist N die Mitte der BB’, O die Mitte 
Seas der CO’, MN senkrecht auf BB’, MO auf 
CRG! CC’; die Ebene MNO ist senkrecht auf g, 
Fig. 66. mithin auf P, auf BB’, auf CC’, demnach 


BB' und CC’ auf NO, NOBC und NOB'C’ 
congruent, weiter BC und B’C’, ABC und A’ B’C’, ebenso ABD 
und A’ BD’ u.s. w. Liegen nun C und D auf derselben Seite der 
p, so liegen C und D, C und C’, D und D’, C’ und D’ auf der- 
selben Seite der P, folglich C’ und D’ auf derselben Seite der p’; 
liegen dagegen C und D auf verschiedenen Seiten der p, so liegen 
C’ und D’ auf verschiedenen Seiten der p’. Folglich sind auch 
ABCD wid ABCD congruent, iiberhaupt ABCD ... und 
ACB CD si. mithibepg rica. undp Gre a 

Die hierbei auftretende Congruenz zwischen ABCD... und 
ABCD ... lasst sich erweitern; dabei entsprechen gPQR... 
sich selbst, und die auf g entstehende Congruenz ist eine directe, 
da sonst die drei nicht in gerader Linie gelegenen Punkte JJ NO 
sich selbst entsprechen miissten. Wiurd die eigentliche Gerade g 
sich selbst und auf g dem eigentlichen Punkte A der Punkt A’ gu- 
geordnet, so wud dadurch ene und nur eine Congruenz bestimmt, 
ber welcher auf g direct congruente Punktrethen entstehen und zwei 
homologe eigentliche Punkte in einer Ebene mit g und auf einerlei 
Seite der g sich vorfinden; dabei entspricht jede Ebene des Biischels 
g sich selbst, und jede in einer Ebene mit g enthaltene Figur wird 
in dieser Ebene lings g verschoben. Wird tiberhaupt eine Figur 
durch eine solche Congruenz in eine andere iibergefiihrt, so sagt 
man, sie werde lings der Geraden g verschoben. 

Werden durch die eigentliche Gerade g zwei congruente Ebenen- 
_ biischel POR... und P'OUR'... gelegt und aus diesen durch cine 
auf g senkrechte Ebene die (concentrischen) Strahlenbiischel pqr . 
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und par... herausgeschnitten, so sind par... und pdr... 
congruent. —- Beweis: Die beiden Ebenenbiischel sind homologe 
Figuren einer Congruenz, bei welcher g sich selbst entspricht, 
Schneidet die zur Ebene pq homologe Ebene, welche ebenfalls auf 
g senkrecht steht, aus P’Q’R’... das Strahlenbiischel p,g,7,... 
heraus, so sind pp,, qq, 77,, .-. homolog, mithin pgr... und 
P1917; ..+ congruent; ausserdem sind p'q's”... und p,q,7, ... con- 
gruent. — Die Figuren PQ und QP sind congruent. Steht P 
nicht senkrecht auf Q, so liegt im Biischel g eine und nur eine 
von P yerschiedene Ebene JJ, welche congruente Figuren PQ und 
ITQ ergiebt, und die vierte harmonische Ebene zu PJIQ steht 
senkrecht auf Q. 

Die Congruenz der Strahlenbiischel pqr... und p'q'r’... ist 
entweder fiir alle Lagen ihrer auf g senkrechten Ebene direct oder 
fiir alle diese Lagen invers. Im ersteren Falle heisst die Congruenz 
der aufeinanderliegenden Ebenenbiischel PQR... und P’Q'R’... 
direct, im letzteren Falle invers. Ist die Congruenz direct, so 
entsprechen entweder alle Ebenen sich selbst oder keine; die Be- 
ziehung ist durch zwei homologe Ebenen bestimmt und im Allge- 
meinen nicht involutorisch, nur die absolute Involution des Biischels 
g ist als eine directe Congruenz aufzufassen. Ist jene Congruenz 
inyers, so ist sie involutorisch und hat zwei zu einander senkrechte 
Doppelebenen. 

Es giebt cine und nur eine Congruenz, bei welcher alle Punkte 
der eigentlichen Geraden g sich selbst entsprechen und der Schenkel 
gf in den Schenkel g F’ tibergeht. Jede auf g senkrechte Kbene EL 
entspricht dabei sich selbst, und in ihr entstehen congruente Strah- 
lenbiischel mit dem Scheitel gH; diese Strahlenbiischel sind direct 
congruent, weil es sonst auf  ausser gE noch eigentliche Punkte 
gibe, welche sich selbst entsprechen; es wird also jede auf KE ge- 
legene Figur in H um gf gedreht, und an der Axe g entstehen 
direct congruente Ebenenbiischel. Wenn eine Figur durch diese 
Congruenz in eine andere iibergeftihrt wird, so sagt man, sie werde 
um die Axe g gedreht. 

Jede Verschiebung _lasst sich auf zwei Drehungen, jede Con- 
gruenz auf eine Verschiebung und zwei Drehungen zuriickfiihren. — 

Die Betrachtung der Congruenz im Ebenenbiischel war zur 
Herstellung der absoluten Polarsysteme nicht erforderlich. Wir 
wenden uns jetzt zuerst zur Erzeugung des absoluten Polarsystemes 
eines eigentlichen Punktes P und schicken folgende Bemerkungen 
voraus, 

Beschreibt der Strahl ¢ ein Strahlenbiischel mit dem Scheitel 
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P, so beschreibt die auf e in P senkrechte Ebene E ein Kbenen- 
biischel, dessen Axe in P auf der Ebene des Strahlenbiischels senk- 
recht steht. Beschreibt die Ebene # ein Ebenenbiischel im Biindel 
P, so beschreibt der auf # in P senkrechte Strahl ¢ ein Strahlen- 
btischel, dessen Ebene in P auf der Axe des Ebenenbiischels senk- 
recht. steht. Dabei durchlaufen ec und H jedesmal projective Ge- 
bilde; denn wird # von der Ebene des Strahlenbiischels in f ge- 
schnitten, so steht e auf f senkrecht, e und f durchlaufen projec- 
tive, H und f perspective Gebilde. 

Legen wir nun durch P vier Strahlen abcd, von denen keine 
drei an einer Ebene liegen, und durch P senkrecht zu abcd die 
Ebenen resp. Ad BCD, von denen alsdann keine drei an einer Ge- 
raden liegen, so bestimmen die Paare aA, DB, cC, dD eine Reci- 
procitiit im Biindel P. Es sei ¢ ein beliebiger Strahl durch P, & 
der auf ae in P senkrechte Strahl, und Byde seien die homologen 
Strahlen zu den Ebenen resp. ab ac ad ae, also Bydes auf A 
gelegen, #6 senkrecht auf ab, y auf ac, 0 auf ad; dann legen die 
Strahlenbiischel Byde und Byde mit dem Ebenenbiischel a (bede) 
und mithin unter einander projectiv, « ist mit ¢ identisch, « auf 
ae senkrecht. Ebenso liefern be, ce, de senkrechte homologe 
Strahlen, mithin e eine senkrechte homologe Ebene, so dass im 
Biindel P jedem Strahle die senkrechte Ebene, jeder Ebene der 
senkrechte Strahl entspricht. Die Reciprocitéit ist also von den 
Strahlen abcd nicht abhingig und ist Polarreciprocitiit, weil auch 
die Paare Aa, Bb, Cc, Dd ihr angehoren; wir nennen sie die 
absolute Polarreciprocitat des Punktes P, die Paare homo- 
loger Elemente bilden das absolute Polarsystem des Punktes P. 

Die absoluten Polaren des eigentlichen Punktes P in simmt- 
lichen Ebenen des Biindels P schneiden sich zu je zweien, gehen 
aber nicht alle durch einen Punkt, sie liegen mithin auf einer 
Kbene; diese Ebene ist der Ort der mit P verkntipften Punkte, 
der Ort der absoluten Pole aller Ebenen des Biindels P, und werde 
die absolute Polare (Polarebene) des Punktes P genannt. 
Die absoluten Pole der eigentlichen Geraden g in simmtlichen 
Ebenen des Biischels gy werden mit dem eigentlichen Punkte A der 
g durch senkrechte Strahlen zu g, also durch Strahlen eines Biischels 
verbunden und liegen mithin auf der zu g in A senkrechten Ebene 
E, und zwar mit A verkniipft, also auf der in der Ebene H zum 
Punkte A gehérigen absoluten Polare; diese Gerade werde die ab- 
solute Polare des Strahles g genannt. Jede auf g senkrechte 
Kbene / geht durch die absolute Polare des Strahles g, welche in 
der Ebene / die absolute Polare zum Punkte gH darstellt; jeder 
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eigentliche Punkt der g liefert eine absolute Polarebene, welche 
durch den absoluten Polarstrahl der g hindurchgeht; jede Ebene 
durch g liefert einea absoluten Pol, welcher auf dem absoluten 
Polarstrahle der g liegt. 

Ks seien nun ABCD E eigentliche Punkte, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, und abcde ihre absoluten Polaren; die 
EKbenen a und 6 enthalten die absolute Polare der Geraden AB; 
die Gerade AB wird von der Kbene a in dem mit A verkniipften 
Punkte A’, von der Ebene b in dem mit B verkniipften Punkte B’ 
getroffen. In der Euklidischen Geometrie fallt A’ mit B’ zu- 
sammen, folglich auch @ mit 6, d. bh. alle eigentlichen Punkte haben 
dort die nimliche absolute Polarebene, eine uneigentliche Ebene, 
welche die absolute Ebene heissen mag und jede eigentliche 
Ebene in ihrer absoluten Geraden schneidet. Wird mit m ein 
Punkt der absoluten Ebene, mit wu die absolute Polare des Strahles 
mA, also die absolute Gerade einer auf mA senkrechten Ebene 
bezeichnet, so ist m der absolute Pol dieser Ebene, welche somit 
auch auf mB senkrecht steht; folglich hat auch mB die absolute 
Polare w, d. h. w ist durch m allein bestimmt. Wenn m variirt, 
so bilden die Paare Am, Aw ein Polarsystem, nimlich das absolute 
Polarsystem des Punktes A; aus diesem schneidet die absolute 
Ebene die Paare mu heraus, welche somit ebenfalls Paare eines 
Polarsystemes sind. Das so auf der absoluten Ebene erzeugte Polar- 
system kann das absolute Polarsystem genannt werden. 

In der Nichteuklidischen Geometrie ist A’ voneB, a 
von b verschieden, die Gerade ab die absolute Polare der AB, 
ebenso ac die absolute Polare der AC u.s.w. Da ABC nicht in 
gerader Linie liegen, so haben abe nur einen Punkt gemein; denn 
hatten abc eine Gerade gemein, so hiatten die Strahlen AB und 
AC jene Gerade zur absoluten Polare und stiinden in A auf einer 
Ebene senkrecht. Der Punkt abc ist der absolute Pol der Ebene 
ABC, ebenso abd der absolute Pol der ABD u.s.w. Hatten 
-abed einen Punkt gemein, so hitten die Ebenen ABC und ABD 
jenen Punkt zum absoluten Pol und stiinden in A auf einer Ge- © 
raden senkrecht; die Ebenen abcd gehen also nicht durch einen 
Punkt, tiberhaupt keine vier von den Ebenen abcde. 

“Die Paare Aa, Bb, Cc, Dd, Ee bestimmen eine Reciprocitiat, 
bei welcher den Ebenen ABC, ABD, ABE ihre absoluten Pole 
vy, 0, € (d.i. abc, abd, abe) entsprechen. Hs werde mit P ein 
sechster eigentlicher Punkt, mit ¢ der der Ebene ABP zugeord- 
nete (mit y, 0, ¢ auf der Geraden ab gelegene) Punkt, mit g die 
Gerade AB bezeichnet. Die Figuren g (CDEP) und ydeg wer- 
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den projectiv, yde& und g(yd<«f) perspectiv, folglich g(C DEP) 
und g (yd) projectiv. Die Ebenen gy, gO, gé stehen resp. auf 
den Ebenen gC, gD, gE senkrecht, folglich auch g& auf g P, d. h. 
€ ist der absolute Pol der Ebene gP. Demnach entsprechen den 
Ebenen ABP, ACP, BCP u.s. w. ihre absoluten Pole, dem Punkte 
P die Ebene dieser Pole, d.i. die absolute Polare von P. Bei 
jener Reciprocitét wird also jedem eigentlichen Punkte seine abso- 
lute Polare, jeder eigentlichen Ebene ihr absoluter Pol zugeordnet, 
die Reciprocitit ist von den Punkten ABCD E unabhingig. Sind 
nun @,, a, @, die homologen Punkte zu den Ebenen BCy, CAy, 
A By, also o,c,a, die homologe Ebene zu y, so stehen die Kbenen 
BCy, CAy, ABy senkrecht auf ABC, mithin liegen «,, a, o 
in der Ebene ABC, dem Punkte y ist die Ebene ALC zugeordnet, 
ebenso dem Punkte 0 die Ebene ABD, folglich der Geraden ab 
(d.i. yd) die Gerade AB, weiter der ac die AC, der Kbene a der 
Punkt A. Hs erweisen sich also aA, Ob, cC, dD, eF als Paare 
der Reciprocitat, diese als Polarreciprocitit; wir nennen sie die abso- 
lute Polarreciprocitat, die Paare homologer Elemente bilden 
das absolute Polarsystem. Das absolute Polarsystem der Nicht- 
euklidischen Geometrie ist kein Nullsystem. 

Sowohl in der Euklidischen als auch in der Nichteuklidischen 
Geometrie bestimmt man mit Hiilfe des absoluten Polarsystemes 
zu jedem eigentlichen Punkte die absolute Polarebene, zu jeder 
eigentlichen Geraden die absolute Polargerade, zu jeder eigentlichen 
Ebene? den absoluten Pol. Beim Uebergange von einer Figur 
zu einer congruenten entspricht das absolute Polar- 
system sich selbst. Wieweit durch diese Higenschaft die Be- 
ziehung bestimmt wird, soll hier nicht untersucht werden. Hs mag 
jedoch zum Schluss noch eine Betrachtung Platz finden, fiir welche 
der Satz 13. des vorigen Paragraphen vorbereitet wurde. 

Sind drei eigentliche Punkte ABC gegeben, nicht in gerader 
Linie, so wird nach dem soeben angefiihrten Satze bei geeigneter 
Vertheilung der Buch- 


. staben die aus A nach 

BC gefallte Senkrechte 

e | ot oes ne Wares i 
sao : un reffen; der ent- 
MSIE a ES gegengesetzte Schenkel 

F | mx zu Aa sei Aa, Man er- 
7 ae richte nun in der Ebene 

RB \lae 2 Ne ABC im Punkte A die 


Fig. 67, Senkrechte auf Aa und 
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nenne AD den Schenkel der Senkrechten, welcher mit B auf 
einerlei Seite der Aa liegt, AD’ den entgegengesetzten, also auf 
einerlei Seite mit C meriun tender Schenkel; der Schnittpunkt d 
von BC und DD’ ist mit a verkntipft. Hs sei M die Mitte der 
Strecke AB; auf aM mache man die Strecke ME der Strecke 
Ma congruent , so dass B und EF auf einer Seite der Aa liegen. 
Wird dann in der Ebene ABC diejenige Drehung um JM voll- 
zogen, bei welcher A in B, also E in a, die Gerade AE in BC 
tibergeht, so bleiben alle wait M verkniipften Punkte der Ebene 
fest, demnach treffen sich AFH und BC in dem mit M verkniipften 
Punkte e. Der Punkt F ist in der Ebene ABC dadurch definirt, 
dass ABa und BAF congruent sind und C, E auf verschiedenen 
Seiten der AB liegen. Ebenso ist in der Ebene ABC ein Punkt 
EE” dadurch definirt, dass ACa und CAL’ congruent sind und B, E’ 
auf verschiedenen Seiten der AC liegen; EK’ und C befinden sich 
auf einer Seite der Aa. 

In der EKuklidischen Geometrie fallen d und e zusammen, 
also auch die Schenkel AD und AE, AD’ und AE’. , Die Summe 
der Winkel des Dreiecks ist ein gestreckter Winkel,“ 

Fiir den Fall der Nichteuklidischen Geometrie heisse f in 
BC, b in AB der jedesmal mit B verkniipfte Punkt, und AL” der 
mit B auf einer Seite der Aa gelegene Schenkel der Af. Die 
Punkte Ab werden durch Mb getrennt; dies iibertréagt sich auf 
die absoluten Polaren und auf deren Durchschnittspunkte mit der 
BC, d. h. es werden df durch eB getrennt, folglich AD, AF 
durch AH, AB. Da der Schenkel AB nicht zwischen den Schen- 
_keln AD und AF liegt, so muss der Schenkel AH zwischen den 
Schenkeln AD und AF liegen. 

In der Nichteuklidischen Geometrie wird (§ 16 Seite 131) auf 
irgend einer eigentlichen Geraden entweder kein Paar der absoluten 
Inyolution durch ein anderes oder jedes Paar durch jedes andere 
getrennt, und zwar verhalten sich in dieser Hinsicht alle eigent- 
lichen Geraden gleich. Die erstere Annahme fiihrt zur Gauss- 
schen, die letztere zur Riemann’schen Geometrie*). 

In der Gauss’schen Geometrie liegen auf der Geraden BC 
die Punkte ad und Bf nicht getrennt, folglich werden die Strahlen 
Aa, AD durch AB, AF nicht getrennt. Der Schenkel AB liegt 
zwischen den Schenkeln Aa und AD, folglich auch der Schenkel 


*) Vgl. Baltzer, Die Klemente der Mathematik II, Planimetrie § 2. — 
Die drei Arten der Geometrie sind von Herrn F, Klein parabolische, 
hyperbolische und elliptische genannt worden, Mathem. Ann. Bd. 4 
8. 577, 
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AF und endlich der Schenkel A; ebenso liegt der Schenkel AL’ 
zwischen den Schenkeln Aa und AD’. ,Die Summe der Winkel 
des Dreiecks ist kleiner als ein gestreckter. “ 

In der Riemann’schen Geometrie liegen auf der Geraden BC 
die Punkte ad und Bf getrennt, folglich der Schenkel AF’ nicht 
zwischen den Schenkeln 4a und AD, sondern zwischen den Schen- 
keln AD und Aa’, ebenso der Schenkel AH; zugleich wird der 
Schenkel A’ zwischen die Schenkel Aa und AD’ fallen. ,,Die 
Summe der Winkel des Dreiecks ist grésser als em gestreckter*),“ 
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Unter den Beegriffen, welche zur Beschreibung der Erschei- 
nungen dienen, bilden die mathematischen Begriffe eine selbststin- 
dige Gruppe. Sie lassen sich mit einander durch eine Reihe von 
Beziehungen verkntipfen, ohne dass man andere Begriffe hinzuzu- 
nehmen braucht. 

In derselben Weise laisst sich innerhalb der Mathematik die 
Gruppe derjenigen Begriffe loslésen, mit welchen sich die Zahlen- 
lehre (Arithmetik, Algebra, Analysis) befasst. Die Geometrie 
nimmt andere, ihr eigenthiimliche Begriffe hinzu; diese machen 
jedoch keine selbststandige Gruppe aus, indem sie nicht unter sich 
allein, sondern unter Zuziehung der Zahlenbegriffe, in Ver- 
bindung gesetzt werden, wodurch die Anwendung der Zahlenlehre 
auf die Geometrie bedingt wird. 

Die Zahl wird in der Geometrie am hiufigsten bei der Mes- 
sung gebraucht. Alle Messungen sind auf den einfachsten Fall 
zuriickzuftihren, wo man eine Figur, z. B. eine gerade Strecke, aus 
_ mehreren congruenten zusammensetzt und die letzteren zihlt.. Die 
Aneinanderreihung von congruenten Strecken auf einer Geraden 
ist eine Construction, durch welche man, auf Grundsatz IV in § 13 
gestiitzt, Zahlen fiir die Punkte der Geraden einfiihren kann. Aber 
die in § 15 eingefiihrten Begriffe des Netzes und der aquivalenten 
Paare bieten uns ein anderes Mittel zur Hinfiihrung von Zahlen 
zunichst fiir die Hlemente einformiger Gebilde dar, indem eine 
gewisse projective Construction wiederholt ausgefiihrt und die An- 
zahl der Constructionen gezihlt wird. 

Hs seien waya, beliebige Elemente eines einformigen Gebildes. 
Macht man die Paare a)a,, 4d), Ga, ... fiir das Grenzelement 
u aiquivalent, so entsteht ein Netz. Diesen Begriff wollen wir zn- 


*) §. noch § 23. Schluss. 
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nichst dadurch erweitern, dass wir die Paare a,ay, d)b,, b,b),... 
ebenfalls fiir das Grenzelement w Siquivalent machen. Die so hinzu- 


tretenden, von einander und von waa, d,a3 ... verschiedenen Hle- 
mente 6,, bj, ... médgen auch mit 
A_-1, G2, - 
bezeichnet und (— 1)*s, (— 2)ts,... Element desNetzes waa, 
o—— ® @ e—e — ° 
G_» M25 Gy Gh eis w 


genannt werden. Wenn jetet 24 und wu beliebige ganze Zahlen vor- 
stellen, so sind die Paare ajajzz1 und Aydu+1 fiir wu dquivalent; 
das» Gebilde az—1 da+1 aau ist harmonisch; zu drei Elementen 
UA, M4 liisst sich a, emdeutig so bestimmen, dass a, das Ate Element 
des Netzes uaa, wird. — Nimmt man in demselben Gebilde 
das Klement p beliebig, von uw verschieden, so kann 
man die ganze Zahl nm derart angeben, dass das ne Ele- 
ment des Netzes entweder mit p zusammenfallt oder 
vom (7 + 1) durch p und w getrennt wird. Denn wenn p 
von a, @, b, verschieden ist, so werden entweder a,a, durch pu 
oder a)p durch a,u.oder a,p durch aw getrennt; im ersten Falle 
ist m =O, der zweite ist in § 15 (Seite 120) erledigt; im dritten 
Falle werden, da a,b, und aw getrennt liegen, 6, nicht durch 
au getrennt, sondern entweder a,b, durch pw — und dann ist 
nm ==—1 zu nehmen — oder ap durch 0,4, so dass man den 
citirten Satz aus § 15 auf das Netz wa,b, anwenden kann. 

In der Kuklidischen Geometrie ist der Fall von besonderem 
Interesse, wo a, und a, eigentliche Punkte sind und w in den ab- 
soluten Punkt der Geraden a,a, gelegt wird. Die Aequivalenz mit 
dem Grenzpunkte w und den einander zugeordneten Punkten a,a, 
ist dort nach § 19 (Seite 146) eine directe Congruenz auf der Ge- 
raden a,a,, die Paare azai41 und a,a+41 sind also direct con- 
gruent. Der absolute Betrag der Zahl 4 giebt an, in wie viele 
mit aa, direct congruente Strecken sich bei positivem 4 die Strecke 
von a, bis aj, bei negativem 4 die Strecke von a, bis a, zerlegen 
lisst. Die Zahl 2 wird deshalb das Verhiailtniss der beiden 


Strecken a)a, und aya,, und weiter die Zahl * das Verhiiltniss 


der Strecken aa, und aa genannt, wobei jede Strecke durch 
eine direct congruente ersetzt werden kann. 

Ist aber p das Ate Klement des beliebigen Netzes waya,, so 
werden wir die durch wa,a,;p vollkommen bestimmte ganze Zahl 
A den Index des Elementes p im Netze wa a, oder auch den 
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Index der Paare ap, aa, fiir das Grenzelement w nennen 
und schreiben: 
Udo Gy u Gp 
ind p = ind \a,a,/ =A, 
so dass 


eal KING: ye ag, 

ind i == Q, ind (coe aw. 
Dabei kann das Paar a,a, das Hinheitspaar genannt werden. 
Versteht man unter af ein mit dem Hinheitspaare fiir w aquiva- 
lentes Paar in demselben Gebilde (a, 6 von einander und von wu 
verschieden), so liasst sich das Klement a, und mithin tiberhaupt 
das Hinheitspaar durch die Elemente wfa, eindeutig bestimmen. 
In Riicksicht hierauf wollen wir die Zahl A auch den Index der 
Paare a,p, «f fiir das Grenzelement uw, in Zeichen 


_u (ne) 

A= ind-\ep), 
und wf ein Einheitspaar nennen. Jedes mit of fiir w Aquivalente 
Paar ist ein Hinheitspaar. Bei eimem von Null verschiedenen Index 

sind alle Hinheitspaare fiir w aquivalent. 
Im gegenwiartigen Paragraphen werden nur KEle- 
mente eines und desselben einfédrmigen Gebildes in Be- 

tracht gezogen. Die Gleichung 


bedeutet alsdann, dass p und g zusammenfallen. Die Gleichung 


ind (3) any 


bedeutet, dass die Paare pq und a fiir w dquivalent sind. Endlich 
wird durch die Gleichung 


ind (53) Se 


die harmonische Lage der Hlemente Py aw dargestellt. Dabei sind 
allemal e«By pq von u, « von # verschieden. 

Sind drew verschedene Elemente pqu gegeben, so kann man ein 
Einhettspaar «fB derart bestimmen, dass der Index der Paare pq, 
ap fiir w emer beliebrgen ganzen, von Null verschiedenen Zahl a 
gleich wird. Man kann nimlich r so bestimmen, dass q das Ate 
Element des Netzes wpr wird, und braucht dann nur of fiir w 
mit pr iquivalent zu machen. 

Sind die Paare pq, p _ fiir das Grenzelement w dquivalent und 


ee pq 
A = ind (23), 
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a pg 
A = ind ak 


Denn macht man die Paare pr und p’r’ fiir w mit @B (also auch 
unter sich) iquivalent, so wird zuniichst 


269 
=-11nd Vays 


Diese Gleichung stellt eine projective Higenschaft der Figur upqr 
dar’ und muss daher auch fiir jede projective Figur bestehen. Nun 
werden aber pp’, gq’, rm Paare homologer Elemente einer Aequi- 
valenz mit dem Grenzelement w (§ 16 Seite 132), folglich die Ge- 
bilde upqr und wp'd'r’ projectiv; mithin ist 


Ge (82) 4 Ge 
A=ind \pr') =ind \ap/. 

Umgekehrt: Wenn die Paare pq und p'q’, auf ein gewisses 
Einheitspaar bezogen, einen und denselben Index fiir w ergeben, so 
sind die Paare pq und pq fiir wu dquivalent. Dann macht man 
das Paar pr mit dem Hinheitspaare, das Paar ps mit p’q’ fiir u 
aquivalent, so kommt: 


sid (pr) ana (Gr) — na (br) 

ind \pry = ind \pr ) = ind \ pry, 
d. h. die Elemente gq und s haben im Netze wpr gleichen Index, 
sie kénnen also nicht von einander verschieden sein. 

Man darf hiernach im Index der beiden Paare pq und ef fiir 

w nicht bloss «8, sondern auch pg mit jedem fiir w Aquivalenten 
Paare vertauschen, aber mit keinem andern. Vertauscht man also 
«B mit Ba oder pg mit gp, so wird der Index, wenn er nicht Null 
ist, eine Aenderung erleiden. Ls sei etwa 


u (Pq 

ind @ ) aS)! 

positiv. Macht man alsdann die Paare a,a), a)b,, bib), ..., 
ba+1b, mit of fiir w dquivalent, so dass 


u Gy ba u es 
4 == ind.\a,0;/ =ind\ «Bp /, 
also ay)b, mit pq fiir u aquivalent wird, tiberdies bjb,_1, b, -1b,~2, 
» 2+, 0, Ay) Aa, mit Ba, bra) mit gp, so ist b, der (— A) Punkt 
des Netzes wa a,, % der Ate Punkt des Netzes wbj,b,—~1, d. h. 


: ne) ua (ee ) 
ind \aa,/ =— 4, ind \habi-1] = 4, 


so ist auch 


oder 
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wu (De Sera 
ind (52) =—=—4A, ind (3) =i 


maya a (IP\ . 
ind \af/ = — ind \pa}) = — 2d. 


Dieselben Beziehungen erhilt man, wenn man 


und folglich 


w- (Pq 

ind \eB/ =A=— wu 
negativ voraussetzt. Wenn also die Paare pg, af fiir w einen, In- 
dex besitzen, so ist 


si (OG Mae Oe PG tseian (a 
ind co =: 2 and ea 


Die hieraus sich ergebende Gleichung 


ind G 4) 2b meer b) = 0 


lasst sich unter Hinzunahme eines Elementes y zur folgenden 


4 & 5) u € 3) u (4) 
ind \a@B) + ind \ef/ + ind \aB/ = 0 
erweitern, sofern solche Indices tiberhaupt existiren. Um die neue 
Gleichung zu beweisen, beachte man zunichst, dass sie sich nicht 
andert, wenn man die Elemente pqr cyklisch permutirt oder p mit 
q (par mit gpr) vertauscht, also tiberhaupt, wenn man pqr be- 
liebig permutirt. Da nun mindestens zwei von den drei Addenden 
einerlei Zeichen haben, so kann ich durch geeignete Vertheilung 
der Buchstaben bewirken, dass die beiden ersten Addenden 


isd ie) ca (G¥ 
ind (23) =m, ind (23) =n 


ein und dasselbe Zeichen und zwar das positive besitzen, und 
brauche die Gleichung nur unter dieser Voraussetzung zu beweisen. 
Zu dem Zwecke mache man die Paare aya,, Gd, .-+) Gm—1Am, 
Om Om+ity +++) Ontn—idmtn fir u mit of dquivalent; es wird 
dann dm mit PQ, GmGdm+n mit gr, folglich (nach § 15 Seite 122 f.) 
Ap Omen mit pr ene d. h, 


zy Pra a 
Rind a =m+tn, ind lap) = —m—n. 
Bei jeder Anordnung der von w verschiedenen Elemente p q r 
$71). +. Tm—i haben wir, jetzt: 


ind 5 is ind i 5) + ind 4 
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und ebenso: 


ind es Blesia (atria ea) id (eel eina yee ab) 


folglich auch: 


: ie ee ee se A 0 
oaer 

ind es ind (eA) + ind (43) a ete 3), 
tiberhaupt 


_& e 5) u (PT se f Bits u te) 
ind \e@B/ =ind\aB/ + ind\e Bp) +---+ind\e 8B), 
immer unter der Voraussetzung, dass die betreffenden Indices wirk- 


lich existiren. Hs ist tibrigens in dieser Hinsicht leicht einzusehen, 
dass durch das Vorhandensein von 


u pr u rq 
ind \e@B) und ind \ap 


allemal das Vorhandensein eines Index der Paare pq, ef fiir w 
_bedingt wird, folglich auch durch die Existenz von 


u Pp a wu VY; Po u Ue yee | q 
Md \WPe), HO On), ae, ING, eo ep hs 


Sind die » Paare pr,, 7,7,,°.++, %—1¢ fiir w aquivalent, p 
von 7, verschieden, so erhalt man: 


u @4 u (PT) uw (Pd uw (D4 
ind \e#p/ =n ind \ep/, ind \pr,/ =n, ind\7,p/ =—n, 
folglich: 
u (ee « (PY) w (PN wo (PI uw (MiP 
ind \aB/ = ind \pr,/.ind \a@f / = ind \7,p/. ind \a B/. 


So oft daher Indices der Paare pq, ab und ab, «af fiir w existiren, 
besteht die Gleichung 


u PY u ‘ab ae pd 
ind \ab/ .ind\afp/) =ind \ep/. 
Wenn tiberhawpt Indices der Paare pq, ab wid pq, «B fir u 
existiren, ohne dass p und q¢ zusammenfallen, so bestimmen alle dret 


Paare mit einem geeigneten Hinheitspaare Indices fiir w; denn bei 
geeigneter Wahl der Elemente ab’ a’ 6’ ist 


u (ab u (PY (@, a B wu vd) 
ind \a'b') = ind \aB/, ind \a ‘p') = ind \ab 
folelich 


uv (PY eoUPV\ =u 00 uw (PAV *4 (Ge) u (A) 
ind \@ b'/ =ind Ea ind \@’b')/ =ind \aB) .ind\e’ B'/ =ind \e fp’), 
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mithin ab’ mit eB’ fiir w Aquivalent, ab’ ein Paar der verlangten 
Art. Wenn ausserdem Indices der Paare rs, ab und rs, «f fir wu 
existiren, so hat man bei unveranderter Bedeutung von ab’: 


Pars Mee Sela tat ahs if ) (35) 
ind 3) ind (25) = int ab’) =ind \aB). ind \a'b’ 


oder 
«a (Pa 2 3) ai C3 0 Ga 
ind \a6/. ind \aB/ = md \ab/. ind \«B/, 


d. h. bei Vertauschung von ab mit #6 bleibt das Verhialtniss 


u (7s u (Pq 
ind \ab/ : ind \ab 
ungeindert und ist mithin durch rspqw allein bestimmt. Indem 


wir jetzt dieses Verhiltniss den Index der Paare rs, pq fiir das 
Grenzelement w nennen und mit 


PES 
ind \pq 


bezeichnen, erhalten wir als Indices alle endlichen rationalen 

Zahlen, ohne mit den bisherigen Festsetzungen in Widerspruch 

zu gerathen. Ist in der That der Zahler = mn, der Nenner = m, 

wo m und m ganze Zahlen sind, m nicht Null, so ist auch im frii- 

heren Sinne » der Index der Paare rs, pq fiir wu. : 

Auf den erweiterten Begriff des Index lassen sich die oben auf- 

gestellten Sitze leicht iibertragen. Bei den Beweisen wird der Um- 

stand benutzt, dass, wenn die Paare cd, «,$6, und die Paare ed, 

a6. Indices fiir uw bestimmen, bei geeigneter Wahl der Elemente 

« B’ Indices von o, B,, «B’ und von a,B,, o B’ existiren. 


Besitzen die Paare pq, «B einen Index fiir u, und sind «B, 
« B’ fiir u dquvalent, so haben die Paare pq, « B’ denselben In- 
dex. Besitzen die Paare pq und «B denselben, von Null verschic- 
denen Index, wie die Paare pq und o B’, so sind «B und «’ B’ 
dquwalent. . 

Sind drei verschiedene Elemente pqu gegeben, so kann man «f 
derart bestemmen, dass der Index der Paare pq, «B oder auch der 
Index der Paare uB, pq fiir wu einer beliebigen rationalen, endlichen 
und von Null verschiedenen Zahl gleich wird. 

Besitzen die Paare pq, «B einen Index fiir w, und sind pq, 
PY fiir w dquivalent, so besitzen die Paare pq, «B denselben Index. 
Haben die Paare pq und «B denselben Index, wie die Paare pq 
und «B, so sind pq und pq dquivalent. 

Besitzen die Paare pq und «B einen Index fiir u, so ist 
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u (pq u (Up wu (PY 
ind ea == ind io = — ind ee ‘ 


Daran schliessen sich die Gleichungen: 


ad es) = ind (oh) 4 ind fe 
Ble a lerauet nd) ov sta Ua ipa call (ad 9) 


welche das Vorhandensein der rechts stehenden Indices zur Vor- 
aussetzung haben. 
Sind Indices von rs, pq und von pq, ab fiir u vorhanden, so ist 


. ea «a (0d uifrs 
ind \pq/. ind \ab) = ind \ab/. 


Sind p, q verschieden und Indices von rs, ab und von pq, ab fiir 
wu vorhanden, so ist das Verhdltniss 


wns DG. 
ind \ab/ : ind \ab 


von ab unabhdngig und gleich dem Index der Puarers, pq fiir wu. — 
Wenn die Paare bp, be einen Index fiir @ besitzen, so wollen 
wir denselben auch den Index des Hlementes p im Netze abe 


nennen und schreiben: 
a b Pp abe 
ind \bc} == ind p. 


Bei Festhaltung von a, b, ¢ durchliuft dieser Index alle endlichen 
rationalen Werthe*), nimmt aber jeden Werth nur einmal an. Er 
bleibt ungeindert, wenn man die Figur abcp durch irgend eine 
projective Figur a b’c’p’ aus demselben oder aus einem andern ein- 
férmigen Gebilde ersetzt. Nun sind, so lange abep vier verschie- 
dene Elemente vorstellen, die Figuren abcp, pcba, cpab, bape 
projectiv (§ 16 Seite 128); folglich ist alsdann 


aoc pcb cpa bap 

ind » = ind a = ind b = inde. 
Nur bei harmonischer Lage kénnen die vier Elemente noch auf 
andere Arten permutirt werden, ohne dass der Index sich indert; 
die harmonische Lage wird jetzt durch die Gleichung 


abe 
ind p= — 
ausgedrtickt. 
Aus der Formel 


a rp a rb a le a (52) a 0) 
ind \bc ) =ind \bc) + ind \bc) = ind \bc) — ind \bc/, 


*) Mit der Einschrankung, welche in § 23 zur Sprache kommt. 
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welche die Existenz von Indices der Elemente » und rv im Netze 
voraussetzt, folet: 


abe abe _ a rp 

ind p — ind ry = ind \bc/. 
Wird diese Voraussetzung noch auf.ein Element qg ausgedehnt, so 
hat man: 


abe abe _@ rq 
ind gq — ind r = ind \be 
und daraus, falls pq7r von einander verschieden sind: 


abe tbe 
i d a : ] a rp arg par p qa 
indy —indr _. : : : 

sq ind Woy =sund. p< ind @ and \¢7"/. 


abo abo 

ind g — indr 
Tritt endlich ein von p verschiedenes Element s hinzu, welches im 
Netze abc einen Index besitzt, so hat man noch: 


abe abe f a 
ind-g’ ind s 6? $44 See pq bo (gs 
— == ind \ sp) = ind g = ind s = ind \ga 


abe abe 


ind yp — ind s 


und gelangt also, da das Product 


ep eG. ose c sy oa Ree: 
ind \qa) .ind \qr/ = ind \qr 


sich als Index von s im Netze pgr erweist, zu der wichtigen 


Formel: 
abe abe abc abe 
Pat f ind » — ind r ind q — inds 
ind § == : 


abe abe abe abe 


ind g — ind r ind p — ind s 
Wir kénnen auch schreiben: 


: a (pr 
pyr @ (; A @ 64) cenit 


ind s = ind \rq/. ind \sp) = : (rs) : 
and \sq 

In der Kuklidischen Geometrie wird, wenn pqrs eigentliche Punkte 
sind und @ in den absoluten Punkt ihrer Geraden gelegt wird, im 
Anschluss an die auf Seite 165 gemachte Bemerkung, der Zihler 
des vorstehenden Bruches, also das Verhiiltniss der Strecken pr und 
rq, das Theilungsverhialtniss der Strecke pq im Punkte r 
und der Nenner entsprechend das Theilungsverhiltniss der Strecke 
pq im Punkte s genannt. Die Zahl, welche wir als den Index von 
s im Netze pqr eingefiihrt haben, erscheint hier als Verhialtniss 
zweier Verhiltnisse. Daher kommt es, dass ihr der Name Doppel- 
verhaltniss beigelegt worden ist, 

Ist d irgend ein Element, welches in dem beliebigen’ Netze 
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abe einen Index besitzt, so heisst dieser Index das Doppelver- 
haltniss der vier Elemente abcd oder der beiden Paare ab 
und ed und wird zur Abktirzung mit (abed) bezeichnet: 


abe 

ind d = (abcd). 
Ziehen wir einstweilen nur Doppelverhiltnisse von je vier verschie- 
denen Elementen in Betracht, welche also ausser 0,1, o© alle ratio- 
nalen Werthe annehmen kénnen. Wenn man alsdann zwei Elemente 
vertauscht, zugleich aber auch die beiden andern, so entsteht eine 
mit der urspriinglichen projective Figur; also ist (abcd) = (edub) 
= (badc), d. h. des Doppelverhdltmss zweier Paare bleibt wngedndert, 
wenn man die Paare vertauscht oder in beiden Paaren die Elemente 
gleichzeitig wmstellt, folglich auch ber der Verbindung dieser Operu- 
tionen. Dagegen tritt bei den andern Umstellungen der Elemente 
im Alleemeinen eine Aenderung des Doppelverhiltnisses ein. Ver- 
tauscht man die Elemente eines Paares, so geht das Doppelverhiltniss 
in den reciproken Werth tiber; denn wenn die Paare bd und be einen 
Index fiir a besitzen, so ist sein reciproker Werth der Index der 
Paare be und bd. Nach Vertauschung der wneren oder dusseren 
Elemente erhilt man den Werth des Doppelverhidltmsses, indem man 
den urspriinglichen Werth von Hins abzieht; denn es ist 


Ge fu". a {ob a (bd 2 ies 
1 —ind \be / =ind \cb/-+ ind \cb / = ind \cb) =(acbhd)=(dbea). 
Wenn also vier Hlemente bei irgend einer Anordnung ein 

Doppelverhiltniss ergeben, etwa (abcd) = x, so entspricht jeder 
Anordnung ein Doppelverhaltniss, und zwar ist 

(abcd) =(badc) = (cdab)= (deba) =a, 

(abdc) = (bacd) = (deab) = (cdba) =", 

(acbd) = (cadb) = (bdac) = (dbca) = 1—z«a, 

(adbc) = (dacb) = (bead) =(cbda)=1—~, 


(acdb) = (cabd) = (dbac) = (bdca) = —., 


1—z 
(adcb) = (dabe) = (chad) = (beda) = —~- 

, ive oee 

x 
Diese sechs Zahlen sind von einander verschieden, ausser wenn & 
einen der Werthe — 1, 2, . besitzt; im letzteren Falle sind acht 
Anordnungen harmonisch und haben das Doppelverhiltniss — 1, wah- 


rend acht andere das-Doppelverhiltniss 2, die acht tibrigen 5 liefern, — 
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Man bemerke noch: Wenn Doppelverhdltnisse (abp, py), (abp, ps) ext- 
stiren, so geben auch abp,p, em Doppelverhiltniss, und zwar ist 


(abp2ps) (abpsp,) («bp P2) = 1. 
Wenn Doppelverhdltnsse 
(abcp,) = %, (abcp,) = £2, (abcp;) = £3, (abcpy) = a, 
existiren, so geben auch p,p.p,p, ein Doppelverhdliniss 
Ly — Xz) (Le — x 
(P1P2P3Ps) = a er a BS 33 
An dem Vorzeichen des Doppelverhiiltnisses (abcd) erkennt 
man, ob die Paare ab und cd getrennt liegen oder nicht. Ist das 
Doppelverhaltniss (abcd) positiv, so werden ab nicht 
durch cd getrennt; ist es negativ, so werden ab durch ed 
getrennt. Es seien nimlich m und positive ganze Zahlen, und 
bei gegebenen a, b,c seien die Elemente e, d, d’ so construirt, dass 


(abce) =—, (abcd) =™,. (abed’)=—™, 


da (abec) =n, (abed) = (abec) (abcd) = m wird, so ist ¢ das 
ne, d das m*® Klement des Netzes abe, folglich (§ 15 Seite 119) ae 
durch bc und durch bd getrennt, mithin ab weder durch ce noch 
durch de, schliesslich ab nicht durch cd; da 

(abdd’) = (abde) (abed’) = —1, 
so werden ab durch dd’ getrennt, aber nicht durch de, folglich 
werden wb durch cd’ getrennt. 

Aus drei verschiedenen Elementen abc kénnen wir die Doppel- 
verhiltnisse (abcb) = 0 und (abcc) =1 bilden. Es empfiehlt sich 
aber, Doppelverhaltnisse zuzulassen, in denen irgend zwei Elemente 
identisch sind. Um die soeben abgeleiteten Siitze (wenn auch zum 
Theil mit Modificationen) aufrecht zu erhalten, hat man 
(acbc) ="(cacb) == 0, | (abec) = (ccab) = T; (abc) = (ee 0) 1c. 
und dem entsprechend 


ind a = (abca) = co 
anzunehmen; die zwoélf Permutationen der Elemente abec geben die 
je viermal auftretenden Doppelverhiltnisse 0, 1, oo. 

Jetzt gehdrt zu jeder rationalen Zahl 2, mit Hinschluss der 
Zahl co, ein und nur ein Element p, welches mit abe ein Doppel- 
verhiltniss (abcp) = 4 bildet und allemal ein Element des Netzes 
abe heissen soll. Je vier von einander und von a verschiedene Hle- 
mente ),p,p3p, des Netzes abc liefern ein Doppelverhiltniss, wel- 
ches nach der auf Seite 172 gegebenen Formel aus ihren Indices 
berechnet wird. Aber auch wenn ein Element nach a gelegt wird, 
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ergiebt sich ein Doppelverhiltniss; denn nach einer auf Seite 172 
gegebenen Hormel ist 
- abcp,)— (abe 
BPD, 8) Canes abe) 
Bezeichnet man also mit p, psp, irgend welche Elemente des Netzes 
abe, so wst jedes Element des Netzes abc ein Element des Netzes 
DP, Po p, und umgekehrt. 

Sind die Elemente e und f von a verschieden, so giebt es Ele- 
mente des Netzes abc, welche durch e und f von a getrennt werden. 
Beweis: Sind e und f Elemente des Netzes abc, so suche man ein 
Klement «, welchcs im Netze efa einen negativen Index hat; w ist 
auch ein Klement des Netzes abc, und ef werden durch aw getrennt. 
Ist e ein Element des Netzes abc, f aber nicht, so ist wenigstens 
eines der Elemente 6 und c¢ ‘von e verschieden, etwa 6; der Fall, 
wo ef durch ab getrennt werden, bedarf keiner weiteren Eréor- 
terung; werden aber eb durch af getrennt, so bestimmt man nach 
§ 15 Seite 120 ein Hlement wu des Netzes cab (also auch des Netzes 
abc) derart, dass au durch ef getrennt werden; legen endlich ae 
durch bf getrennt (also be nicht durch af), so bestimmt man ein 
Element ¢ des Netzes abe derart, dass b¢ durch af getrennt wer- 
den (also ef durch af), und hierauf ein Klement w des Netzes eat 
derart, dass aw durch ef getrennt werden. Hs bleibt noch die An- 
nahme iibrig, dass weder e noch f zum Netze abe gehoren. Man 
mache bg mit ef fiir a dquivalent, suche im Netze abe ein Hle- 
ment 6, welches von a durch b und @ getrennt wird, und nach 
Seite 165 im Netze abB zwei Elemente y und w derart, dass die 
Paare yu, ae getrennt liegen und die Paare bf, yw fiir a aqui- 
valent sind; endlich mache man yg und bq fiir a dquivalent. Hs 
werden by, Bu, pg Paare von homologen Hlementen einer Aequi- 
yalenz mit dem Grenzelement a, folglich abBgy und ayug projectiv, 
yg durch aw getrennt, d. h. fiir a liegt uw zwischen y und g, e zwi- 
schen y und uw, folglich e zwischen y und g, u zwischen e und g; 
ferner werden (§ 15 Seite 122) aefyg und agyfe projectiv, fiir a 
liegt ¢ zwischen g und y, folglich g zwischen e¢ und f, also auch wu 
zwischen e und f. Das Klement w gehéort zum Netze abe und wird 
von a durch e und f getrennt. 

Werden die Elemente efh beliebig angenommen, so giebt es Ele- 
mente des Netzes abc, welche durch e und f von h getrennt werden. 
Denn wenn man unter « ein von hf nicht durch e und f getrenntes, 
unter 6 und y zwei von « verschiedene Hlemente des Netzes abc, 
unter w ein von «@ durch e und f getrenntes Element des Netzes 
apy versteht, so werden ef durch wh getrennt, und w gehort zum 
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Netze abc. — Sind e und f eigentliche Punkte, abe beliebige Punkte 
der Geraden ef, so giebt es eigentliche Punkte des Netzes abc, welche 
zwischen e und f legen. . 

Sind efu Elemente des Netzes abe, so liegt der Index von u 
zwischen den Indices von ewnd f, wenn ef durch aw getrennt werden, 
und umgekehrt. Denn wenn ef und aw getrennt liegen, so ist 
das Doppelverhialtniss 

fan Ries 
negativ, also Ziihler und Nenner von verschiedenem Zeichen, u. s. w. 
— Sind abe Punkte einer eigentlichen Geraden, efu eigentliche Punkte 
des Netzes abc, u zwischen e und f gelegen, so liegt der Index von 
u zwischen den Indices von e und f, wenn a mcht zur Strecke ef 
gehort, und umgekehrt. 

Das Doppelverhiltniss von vier Punkten, welche aus einer Ge- 
raden g durch vier Ebenen ACD herausgeschnitten werden, be- 
zeichnet man durch g(A LCD). Das Doppelverhiltniss von vier 
Strahlen, welche in einer Ebene von einem Punkte p nach vier 


Punkten abcd gezogen werden, bezeichnet man durch p(abecd). 
U. s.. w. 
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Werden in einem einformigen Gebilde drei Elemente abe fest- 
gehalten, und wird unter p ein beliebiges Element des Netzes abe, 
unter « der Index von p in dem Netze verstanden, so durchliuft 
x = (abep) alle rationalen Werthe**), mit Einschluss der Zahl on, 
und es wird durch den Werth von x das Element p im Netze abe 
ebenso vollstindig bestimmt, wie umgekehrt x durch p. Nach dem 
Sprachgebrauch der analytischen Geometrie kénnen wir daher die 
Zahl « eine Coordinate des Hlementes p nennen. Da 


(abea) = co, (abeb) = 0, (abec)=— 1, 
so haben a, b, e die Coordinaten resp, oo, 0, 1; es wird a das Un- 
endlichkeitselement oder erste Fundamentalelement, b 
das Nullelement oder zweite Fundamentalelement, e das 


*) Vergl, zu diesem Paragraphen: Mébius, der barycentrische Calcul, 
zweiter Abschnitt, sechstes Capitel; Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage 
§ 29; Liiroth, Mathem, Annalen Bd, 8 S. 207 ff; Sturm, ebendas. Bd. 9 
S. 343 ff.; Fiedler, darstellende Geometrie II. Aufl. 8, 523 ff und S. 739 f. — 
Der Inhalt dieses und des vorhergehenden Paragraphen stammt im Wesent- 
lichen aus einer im Wintersemester 1873/74 gehaltenen Vorlesung. 

*) Mit der Einschrinkung, welche in § 23 zur Sprache kommt. 
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Hinheitselement, w die Coordinate von p in dem durch a als 
erstes, b als zweites Fundamentalelement und ¢ als Hinheitselement 
definirten Coordinatensysteme, ktirzer die Coordinate von p 
im Netze abe heissen. 

Jede Zahl kann man als Quotient zweier endlichen Zahlen 
%,:& schreiben; x, und x, nehmen unabhiingig von einander alle 
endlichen Werthe an, nur diirfen sie nicht gleichzeitig = 0 ange- 
nommen werden. Jedes derartige Werthepaar (7,,7,) kann als Re- 
prasentant einer bestimmten Zahl, nimlich des Quotienten x, : 7, 
gelten; aber umgekehrt hat diese Zahl nicht einen, sondern unend- 
lich viele Reprisentanten, nimlich alle Werthepaare von der Form 
(@%,, @%,), wo @ eine beliebige endliche und von Null verschiedene 
Zahl bedeutet. Diejenigen Werthepaare, deren Glieder in rationa- 
lem Verhiiltniss stehen, werden die Coordinaten aller Elemente eines 
Netzes repriisentiren und diirfen deshalb als Reprisentanten der Hle- 
mente selbst angesehen werden. Ist im Netze abe das Paar («,, 2) 
der Repriisentant des Elementes py mit der Coordinate x, so heissen 


£,, &, der (gewohnlichen) Coordinate 7 = i entsprechende 


homogene Coordinaten oder homogene Coordinaten des 
Elementes p im Netze abe, und man bezeichnet das Element p 
durch (z,, “). Bei endlichem # kann man %, = %, 2, = 1, bei 
= oo kann man 7, =1, x, = 0 nehmen. Die Fundamentalele- 
mente werden durch (1, 0) und (0, 1), das Hinheitselement durch 
(1, 1) dargestellt. 

Die homogenen Coordinaten erweisen sich als eerie schon 
bei der Lisung der Aufgabe: Das Doppelverhaltniss von vier 
Elementen pqrs zu berechnen, welche im Netze abe durch 
(44, 2), (Yxs Yo), (21> @), (4, &) reprisentirt werden. Sind 
zuerst pqyvs von einander und von «@ verschieden, so kommt: 


(2 ee 4) (2 Aa, ss) . 
__ \he a) \Y2 ita} (X12. — X21) (Yt, — Yt) 
ORL @ ‘s a) (@- “) (Yie2— Yo!) (@ita — 96) 


z Yo & Lo ty 
= (srqp) = (rspq) = (gpsr), 
ay a 


By % yet (H4 2p = Wye 0) (Yt: 0— Yo: UE 
bogota) = Yr. &% ~~ (Yr%2 — Yous) (84-0 — Mp iy 
Y2 2 
Demnach bleibt die Formel 


(42 — X2%) (Yr te — Yots) 
(247) (Yt — Y2%) (Ht, — wet) 
noch giiltig, wenn eines der Klemente nach a@ fillt, und schliess- 
12 


Pascn, Vorlesungen, 
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lich auch dann, wenn zwei Elemente identisch’ sind. — Diese 
Formel lasst nochmals erkennen, dass pqrs in srqp, rspq, qpsr 
permutirt werden diirfen. Sie tindert sich nicht, wenn man 2%, und 
x, durch ga, und ex, ersetzt, oder y, und y, durch ey, und ey, 
u. S. W., — Wie vorherzusehen war. 

Zu den Gebilden zweiter Stufe tibergehend, nehmen wir zuerst 
auf einer Ebene vier feste Punkte abce an, von denen keine drei 
in. gerader Linie legen, und _ projici- 
ren é aus den Punkten a, b, ¢ auf die 
Geraden resp. bc, ca, ab nach &, e, 
és. Ist p, ein Punkt des-Netzes bce, 
p, ein Punkt des Netzes cae,, p der 
Durchschnittspunkt der Strahlen ap, 
und bp,, endlich p, die Projection 
von p aus ¢ auf wb, so sind die Bii- 
schel b(caep) und p(e,aeb) perspec- 
tiv, folglich 


Pp (Cae, p.) = b(caep) = p(e, aeb), 
Fig. 68. (bce,p,) = p (bee, a) = p(e,abo); 
es existirt also auch ein Doppelverhiltniss 


p(e,ace) = c(bape) = (bap3e,) = (abesps), 

d. h. p, ist ein Punkt des Netzes abe,. Jeder Punkt p der Ebene 
abc, welcher sich aus a, b, ¢ auf resp. bc, ca, ab nach Punkten 
der Netze bce,, cae,, abe, projicirt, wird ein Punkt des Netzes 
abce genannt; insbesondere sind alle Punkte der Netze bce, , CHE, 
abe, Punkte des Netzes abce. Bezeichnet man mit v,, v, die 
Coordinaten von p, im Netze bce,, mit w,, w, die von p, im Netze 
Cae, mit #,, %, die von p, im Netze abes, so ist 

a a) 


ner en (bce, B,) (CGe, po)(ab es ps) =p (e, eb). p(e,abe) .p(e,ace)=1. 


Bezeichnet man ferner den gemeinschaftlichen Werth der Quotienten 


LoVe Wy 
0, Wy 
mit #3, so ist 


Es giebt also drei Zahlen v,, %, %, von der Beschaffenheit, dass 
“2 — (bee, p,)=a(beep), a (C46, p.)—=b(caep), 


3 


2 == (abe, p.)=¢(abep). 
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Dies bleibt auch dann richtig, wenn p auf einer Seite des Dreiecks 
abe, aber nicht in einer Kcke liegt. Fallt p z. B. in die ab, aber 
nicht nach a oder b selbst, so fallen p, p, p, resp. nach bap, und 
man hat w, = 0, wiihrend x, und a, von Null verschieden sind. 
Liegt p aber in einer Ecke jenes Dreiecks, so wird einer der Punkte 
P; P,P; wobestimmt; wenn p sich z. B. mit a deckt, so wird p, un- | 
bestimmt, p, und p, fallen nach a, man nimmt #, = 0, x, = 0 und 
ftir w, eine beliebige endliche, von Null verschiedene Zahl. 

Da von den Quotienten x: a3, %3:%,, 2:2) hodchstens einer 
unbestimmt werden kann, so liefern die Zahlen x,, w,, 2; mindestens 
fiir zwei von deu Punkten p,, p,, p, oder von den Strahlen ap,, 
bp,, ¢p, bestimmte Lagen und also stets den Punkt p als Durch- 
schnittspunkt. dieser Strahlen. Umgekehrt werden durch p die drei 
Zahlen nicht vollkommen bestimmt, vielmehr sind mit. dem Werth- 
system (%,, 2, x3) als Reprisentanten des Punktes  allemal un- 
endlich viele andere gleichberechtigt,; nimlich alle Systeme (o4,, 
» Q@Xy, @%,), WO @ eine beliebige endliche, von Null verschiedene Zahl 
bedeutet. Wenn wir daher 2,, v,, 7, Coordinaten des Punktes 
p im Netze abce nennen, so sind diese Coordinaten als homo- 
gene zu bezeichnen. Abgesehen davon, dass sie nicht gleichzeitig 
Null werden kénnen, unterliegen die Coordinaten noch der Be- 
schrinkung, dass ihre Verhiltnisse rationale Zahlen sein miissen, 
kénnen jedoch im Uebrigen beliebig angenommen werden. 

Fiir alle Punkte der Netze bce,, cae,, abe; — aber nur fiir 
diese — ist beziehungsweise 7, = 0, wv, =O, x, =O. Die Punkte 
a, b, ¢ haben der Reihe nach die Reprasentanten (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, O, 1) und heissen der erste, zweite, dritte Fundamen- 
talpunkt. Der Punkt e hat die Coordinaten (1, 1, 1) und heisst 
der EHinheitspunkt. Die drei Fundamentalpunkte (in fester 
Reihenfolge) bestimmen mit dem Hinheitspunkte das Coordinaten- 
system. ‘ 

Nimmt man jetzt auf einer Ebene vier feste Geraden ABCE 
an, von denen keine drei durch einen Punkt laufen, und nennt jede 
Gerade G, fiir welche zwei von den Doppelverhiltnissen A(BCEG), 
B(CCAEG), C(ABEG) existiren, eine Gerade des Netzes 
ABCE, so kann man fiir die Geraden dieses Netzes homogene 
Coordinaten u,, 4, Wg derart einfiihren, dass im Allgemeinen 

“% — A(BCEG), “=B(CAEG), —4=C(ABEG). 

Us Uy Us 
Existiren zwei von diesen Doppelverhiltnissen, so existirt auch das 
dritte, ausser wenn G eine der Geraden AGC ist. Fir A nimmt 
man als Coordinaten (1, 0, 0) oder (@, 0, 0), fiir B (O, 1, 0) oder 


tee 
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(0, @, 0), fir C (0, 0, 1) oder (0, 0, @), FH wird durch (1, 1, 1) 
oder (0, @, @) dargestellt. Die Geraden ABCE bestimmen, die 
drei ersten als Fundamentallinien, die letzte als Hinheits- 
linie, das Coordinatensystem. 

Man pflegt in der Ebene Punkt- und Liniencoordinaten gleich- 
zeitig einzuftihren, indem man in ihr ein Dreieck und ein Paar 
Elemente, welche in Bezug auf das Dreieck Pol und’ Polare (§ 11 
Seite 91) sind, festhilt. Es seien abc die Ecken des Dreiecks, 
ABC ibre Gegenseiten, der Punkt e Pol der Geraden KF fiir abc; 
von den Punkten abce sollen keine drei auf einer Geraden, also 
auch von den Strahlen A BCH keine drei in einem Biischel liegen. 
(Die Figuren wbece ABCE und ABCE abce sind polarreciprok.) 
Nehmen wir einen Punkt p(a,, x, 7) im Netze abce und eine 
Gerade G(u,, %, U3) im Netze ABC, dann wird G von den 
Strahlen A, B, C, ap, bp, = ID Yiy Yor Y3> Pry Po» Pz 80 
getroffen , dass 


Meals ig Up’ (311 ¥2P2) = Xs Ws » MP2 13P3)—= ae 
oder 
La Us “aa U 
(717273 Pi) =z serneri hm Us (V1 ?'ePsP2) = att sts, 
La 
(W1¥2%3Ps) = — 5 a 


denn bedeutet fiir einen Augenblick ¢ den Punkt AF, so ist 
a(bcep) = as A(BCEG) = (bey) =f, a(cbes)=—1, 


ian = U(cbpe).a(chee).a(cbey)) =a (chp r;)=(%27sP1 71) W.8.W. 
Liegt p auf G, so fallt p mit p,, p,, p, zusammen, die Doppelver- 
haltnisse (74727321), (¥1¥2¥3P2)> (71727323) Werden identisch, die 
Summe %,U, + 2, + #,u, wird Null, und umgekehrt. Man iiber- 
zeugt sich leicht, dass dies auch dann richtig bleibt, wenn eine 
oder mehrere Coordinaten verschwinden. 

Sind nun @(¥,, Yo, Y3) und r(é,, 2, &) Punkte des Netzes 
abee, und macht man 


Dy Uses — Ya tay Ue = Yee 2 Ui ea Ve eo seas 
so verhalten sich v,, v,, v,; wie ganze Zahlen, ohne gleichzeitig 
verschwinden zu kénnen, und stellen, da 
YP, + Yoo + Ys = 9, 21% H &% + 2503 = 0, 
eine Gerade dar, welche zum Netze A BCE gehort und die Punkte 
qr enthilt, d. h.: Verbindet man gwei Punkte des Netzes abce, so 
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erhilt man eine Gerade des Netzes ABCE; sucht man den Durch- 
schnittspunkt zweier Geraden des Netzes ABCE, so erhilt man einen 
Punkt des Netzes aoce. Nennen wir daher solche Geraden auch 
»Geraden des Netzes abce“, ihre Coordinaten auch , Coordi- 
naten im Netze abce“, jene Punkte auch ,Punkte des Netzes 
ABCE“u.s. w., so sind alle Punkte und Geraden, welche aus den 
Punkten abce oder aus den Geraden ABCE dadurch hervorgehen, 
dass man in der Ebene abe nur Punkte durch Geraden verbindet 
und Durchschnitispunkte von Geraden aufsucht, Elemente des Netzes 
abce oder nach Belieben ABCE zu nennen. Und nach § 15 
(Seite 120 f.) lassen sich alle Elemente des Netzes aus den Punkten 
abce oder aus den Geraden ABCE durch jene Constructionen allein 
herstellen. 

Die Gleichung 2,4, + vu, + %,u, = 0 ist die nothwen- 
dige und hinreichende Bedingung fiir das Aneinander- 
liegen der Elemente (#,, 2, 23) und (u,, %), U3), Von denen 
das eine ein Punkt, das andere eine Gerade des Netzes 
abee ist. 

Das Element (w,, 2, 2) werde mit x bezeichnet, das Klement 
(Diy Po» P3) mit pu. s. w. Durch den Punkt w des Netzes abce 
kann man vier zum Netze gehoérige Strahlen ziehen, indem man 2 
mit vier Punkten pgrs des Netzes verbindet. Der Strahl xp hat 
die Coordinaten 

tg pe 23 Pes, te Py ~~ My Pax % Po 49 21: 

Folglich ist das Doppelverhaltniss 
A(B,C,E, xp) = re, ebenso A (B,C, E, xg) = PE u.s. w. 
Daraus ergibt sich aber,auch fiir die Strahlen wp, xq, xr, ws ein 
Doppelverhaltniss 

(ag 94 — Wy Pg) (4 %2 — Ly) — (Hy Po — Le Py) (Hg 1 — £473) 

(3% — £4 g) (412 — ys) — (%4 92 — Hy M1) (31 — Hy 73) 

(4394 — £493) (482 — X41) — (2192 — X241) (23 84 ag 83) 

(Ws Py — W, Pg) (a4 Sz — L_81) — (1 Po — Lp Wy) (3S — Hy 83)? 
und wenn z. B.(xpr) die Determimante 2 + x, p,r; bedeutet, so ist 

xpr) (“2q8) 
*(Pars) = Ganeps 

War «,—0, so musste man 4 BC durch BCA oder CAB ersetzen, 


Auf der Geraden w des Netzes abce kann man vier Punkte 
des Netzes bestimmen, indem man w mit vier Strahlen aByd des - 
Netzes zum Schneiden bringt. Fiir diese Punkte ergiebt sich das 
Doppelverhaltniss 
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(way) (wB 9d) 
(BY) = By) (wed) 


Sind also zpqrs gleichartige Elemente des Netzes abce, und 
liegen von den vier Elementen pgrs keine drei in einem einférmi- 
gen Gebilde, so existiren mindestens zwei von den Doppelverhilt- 
nissen 

plarsz), gpse), r(pgsx), 

d. h. a ist ein Element des Netzes pqrs, und tiberhaupt alle Punkte 
und Geraden des Netzes abce gehéren zum Netze pgrs, insbeson- 
dere abece ABCE selbst. Bezeichnet man mit pqrs vier Punkte des 
Netzes abce, von denen keine drei in gerader Line legen, oder vier 
Geraden des Netzes abce, von denen keine drei sich in einem Punkte 
treffen, so gehoren alle Elemente des Netzes abce auch zum Netze 
pars und umgekehrt. 

Die vorstehenden planimetrischen Betrachtungen lassen sich so- 
fort: auf centrische Figuren iibertragen. Durch einen beliebigen 
Punkt ziehe man drei Strahlen abc, welche durch drei Hbenen ABC 
verbunden werden, und. ausserhalb dieser Ebenen einen Strahl e 
nebst der (nach § 11 Seite 92) als Polare fiir abe zu e gehorigen 
Ebene F. Diejenigen Strahlen und Ebenen des Biindels abc, welche 
aus den Strahlen abce oder aus den Ehbenen A BCE dadurch her- 
vorgehen, dass man nur Strahlen durch Ebenen verbindet und 
Durchschnittslinien von Ebenen aufsucht, werden Hlemente des 
Netzes abce oder ABCEH genannt. Sind pqrs vier Strahlen 
oder vier Ebenen des Netzes abce, von denen keine drei in einem 
Biischel legen, so gehéren alle Elemente des Netzes abce auch 
zum Netze pgrs und umgekehrt. Diese Hlemente haben je drei 
homogene Coordinaten im Netze abce oder ABCE; abe 
heissen Fundamentalstrahlen, e Ermheitsstrahl, ABC 
Fundamentalebenen, H Hinheitsebene des Coordinatensy- 
stemes. Sind x,#,7, die Coordinaten des Strahles x, LSS die ‘der 
Ebene uw im Netze abce, so hat man: 

a= a(bcex) u.s. w., - = A(BCEHy). us. w. 
Der Strahl 2 und die Ebene w liegen dann und nur dann anein- 
ander, wenn 
LU, + HX + 1, = 0. 
Sind xgpgrs Strahlen oder Ebenen des Netzes, so hat man: 
xLpr) (xqs 
: (298) = eeyepa) 

Damit verlassen wir die Gebilde zweiter Stufe. Wir nehmen 

jetzt ftinf feste Punkte an, abede, von denen keine vier auf einer 
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Kbene liegen, und projiciren e aus den Punkten a, b, c, d auf die 
Kbenen resp. bed, cda, dab, abe nach ¢, ¢, ey, ¢,. Die Ebene 
abe mag die Gerade cd im Punkte e,, schneiden, die Ebene ace 
die Gerade bd im Punkte ¢,, u. s. w. Sind py, po3, 3, Punkte 
resp. der Netze cde,,, ade3, abes,, ist p der Durchschnittspunkt 
der Ebenen abp,,, b¢p.;, cdps,, und werden die Geraden ac, ad, 
bd resp. von den Ebenen bdp, bep, acp in den Punkten p,,, py, 
Pris getroffen, so sind po,, P35, Py3 Punkte resp. der Netze ace,,, 
adey,, bdes;; denn wenn man noch p aus a, b,c, d resp. auf bcd, 
eda, dab, abe nach pj, Py, Py, Py projicirt, so ist in der Ebene 
eda der Punkt ¢, aus ¢, d, a auf resp. da, ac, cd nach é3, 654, 
ey projicirt, ebenso p, nach 3, P4, Py», folglich liegt p,, im Netze 
MC, U. S. W.; und man bemerkt, dass die Punkte p,, p., p3, py 
resp. zu den Netzen bede,, cdae,, dabe,, abce, gehdren, Jeder 
Punkt p, welcher sich aus a, b, ¢, d auf resp. bed, cda, dab, abe 
nach Punkten der Netze bede,, cdae,, dabe,, abce, projicirt, wird 
ein Punkt des Netzes abcde genannt; die Gerade cd wird von 
der Ebene abp in einem Punkte p,. des Netzes cde, getroffen 
u. s. w. Insbesondere sind alle Punkte der Netze bcede,, cdae,, 
dabe,, abce, zam Netze abcde zu rechnen. 


Es seien 2, %,%, die Coordinaten von p, im Netze abce,, also 


Ay a. “ 
@, 7 (OCC Bis) @, 7 (6 C25 Pas) zy a (Ob C54 P31). 


Dann kann man die Zahl x, so hinzuftigen, dass v,7,%, die Coor- 
dinaten von p, im Netze bede, werden, dass also noch 


By ee ee 
(dey Pin), — = (dd e,3 P53). 
4 ee 


ve 
Aus den Werthen von (aCé54 Py,) und (cde. pi), oder von 
(abe, ps4) und (bde,, p,;) folgt: 


“4 = (daly; Pr3)+ 
1 


Die Zahlen 2,7%,2, haben also die Higenschaft, dass x,x,%, die 
Coordinaten von p, im Netze bede,, %,%,%, die von py im Netze 
cdae,, %,%,%, die von p, im Netze dabe;, x,%,%, die von p, im 
Netze abce, vorstellen. Solche Zahlen sind auch dann vorhanden, 
wenn p mit zweien der Punkte abcd in gerader Linie liegt, aber 
in keinen dieser Punkte fallt. Liegt p z. B. in der’ ab, aber nicht 
in a oder b, so fallen p, p,p,p, nach resp. ba pp, und man hat 
a, = 0, a, =O, aber a, @, nicht Null. Vereinigt sich p mit einem 
der Punkte abcd, so wird eine der Projectionen p, p.p3p, unbe- 
stimmt; fallt p z. B. nach a, so wird p, unbestimmt, p.p3p, fallen 
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nach a, man nimmt 2, = 0, #7, =0, #, = 0 und fiir x, irgend eine 
endliche, von Null verschiedene Zahl. 

Die Zahlen «, 2”, 2, bestimmen den Punkt p als Durchschnitts- 
punkt der Ebenen abp,,, ac¢p,, u. s. w. und heissen Coordinaten 
von p im Netze abcde; man kann statt ihrer auch @2,, @%, 
0%, @%, nehmen, wenn @ weder 0 noch co ist. Diese Coordinaten 
sind wieder als homogene zu bezeichnen; sie kénnen nicht gleich- 
zeitig Null werden, ihre Verhiltnisse sind rationale Zahlen, andere 
Beschriinkungen bestehen nicht. Fiir alle Punkte des Netzes bede, 
ist 2, = 0, fiir alle Punkte des Netzes cde, ist 4, = x, = 0, u.s.w. 
Die Punkte a,b, ¢,d,e haben der Reihe nach die Reprasentanten 
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, L),n (Lj 1 hy} Ay und 
heissen der erste, zweite, dritte, vierte Fundamentalpunkt, 
beziehungsweise der Hinheitspunkt. Die vier Fundamentalpunkte 
(in fester Reihenfolge) bestimmen mit dem Hinheitspunkte das 
Coordinatensystem. 

Analog werden nach dem Gesetze von der Reciprocitiit zwischen 
Punkt und Ebene, wenn von den fiinf festen Ebenen ABCDE 
keine vier in einem Biindel liegen, die Ebenen des Netzes 
ABCDE wnd ihre Coordinaten definirt; A LCD werden die Fun- 
damentalebenen, LH die Hinheitsebene des Coordinatensy- 
stemes. Ist P eine Ebene des Netzes ABCD E mit den Coordinaten 
Wy Uy Us Uy, SO hat man im Allgemeinen: 


“ (CDA, CDB, CDE, CDP), 


Uy 
= (BDA, BDC, BDESBD P)s Uu. S. W. 
3 


Man pflegt Pinkt- und Ebenencoordinaten gleichzeitig einzu- 
fiihren, indem man vier feste Punkte a, b,¢,d, welche durch vier 
Ebenen A, B,C, D (nimlich bed, eda, dab, abc) verbunden wer- 
den, und ausserhalb dieser Ebenen einen Punkt ¢ nebst seiner Polar- 
ebene Ii ftir abed (§ 11 Schluss) annimmt, so dass abcde ABCDE 
und ABCD E abcde polarreciprok werden. Der Punkt ¢,, in wel- 
chem die Gerade ae der Ebene A begegnet, ist dann der Pol der 
Geraden AJ fiir bed. Hs sei p(a,, %), %3, #,) ein Punkt im Netze 
abcde, P(wy, UW, Ug, U,) eme Ebene im Netze ABCDE; von den 
Ebenen A, B, C, D werde P in den Geraden g,, 9, 93, gy, vou 
den Strahlen ap, bp, cp, dp in den Punkten p,, p,, py, py ge- 
troffen. Im Netze bede, hat die Gerade g, die Coordinaten w, us %,, 
die Projection p’ des Panktes p aus a@ auf A die Coordinaten 
%y %,%,. Bezeichnet man den Punkt g,g, d. i. ABP (also den 
Durchschnittspunkt der Geraden cd mit der Ebene P) mit y,, u. 8. w., 
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so liegen y,. 3p, auf einer Geraden (niimlich auf den Ebenen P 
und cdp) u. s. w. 

Wenn von den Geraden g, 9,939, keine drei durch einen Punkt 
gehen (d. h. wenn P keinen Fundamentalpunkt enthalt, oder wenn 
U,U,U;u, Von Null verschieden sind), so kann man auf der Ebene 
P etwa von g, den Pol ¢ in Bezug auf 9.939, (oder 75179473) con= 
struiren und findet 

Bo Way gg, — U4 hy 
als Coordinaten von p, im Netze g.939,9, (oder 73172475 &)5 
— U1 Uy — By Ug— Ly Ly, XyUg, Ny Uy 

als Coordinaten von p, in demselben Netze, u.s. w. Wird nimlich 
in der Ebene A der Punkt p’ aus b auf die Gerade cd nach p” 
projicirt, so erhalt man nach einer oben (Seite 180) gemachten Be- 
merkung, wenn man noch beriicksichtigt, dass p”p,y,, auf einer 
Geraden (namlich auf den Ebenen P und abp) liegen, und dass die 
Indices permutirt werden diirfen: 


, a ae « U4 Uy, 
(V3 ViaVi2P ) =— Ly We? 
Be Ly thy 
Po(V'13714 12734) = Yaa Vis Y14¥12P2) = — wyuy’ 
\ 2 Hy Uy 03 Us , 
Po (734714 %24 713) = — Zgty? 734 (Vos Y23V12 Pi) = — Hy Uy? 


— BUY 


P2(V3s 714724012) = Pr (V3. V14Vo4 13) « Po (Yss714V 13% 12) = gg + 241g? 


— 44 UW 


Po (¥13 7734723724) = itt ath? V24(Vo3 734713 Pe) = Uy EB hy + aig Uy ? 


u 
V 5a (¥01¥ 23 €P1) = V31(VosVa3 EV 12) +» Poa (Y24V23 V12 24) = ae ’ 
U. 
Yas (Y2s¥s4 €P) = hy Pas PuPeé Ps) = Bagi 


Dalle 


V34 (Yo1Y 23 er) == Y34(Y21 723 € D1) = Byty? 
— HU 
Y24 (723734 € D2) = t+ & Uy By uy? 
HU, + Ug + Bu, 
¥23 (Ysa 724 & D2) = ara a 
Liegt p auf P, so fallt p mit p,, po, Py, py zusammen, die 

Summe #@,U, + 2%) + Xu3 -+ #,u, wird Null, und umgekehrt. Von 
der Beschrinkung, dass P keinen Fundamentalpunkt enthalten 
soll, kan man sich leicht befreien. Sind daher gq (y, y Y5 y,), 
1 (By By 23 24), S(t, tot, t,) Punkte des Netzes abcde, und setzt man 
die Determinanten 
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Yo Ys Ys | Ys: POT Ya 

ENEMIES na FW ese 16) gs Pes ae. V2) 

ty tt, | t,t, % | 

Yr Yo Ya Y1 Yo Ys 

yn a Oh oe Veo. Peg Teg eget ace Bes 
t t t, t fs 


so verschwinden die Summen 


Yi Yo02 + Ys 3 + Ys Pr, 2 Vp 2% HF 2303 + 24%; 
by 0, ty, + t303 + 4%, 

und es stellen v,v,v;v, eine Ebene dar, welche zum Netze ABODE 
gvehért und die Punkte qg,7,s enthalt, d. h.: Verbindet man dree 
Punkte des Netzes abcde, so erhdlt man eime Ebene des Netzes 
ABCDE; sucht man den Durchschnittspunkt dreier Ebenen des 
Netzes ABCDE, so erhilt man einen Punkt des Netzes abcde. 
Demnach fallen die Geraden, welche je zwei, Punkte des Netzes 
abede verbinden, mit den Geraden, in welchen je zwei Ebenen 
-des Netzes ABCD E sich schneiden, zusammen. Diese Geraden 
sollen ,Geraden des Netzes abcde“ oder ,Geraden des 
Netzes ABCDE*“, die Ebenen des Netzes ABCDE auch , Ebe- 
nen des Netzes abcde“, ihre Coordinaten auch , Coordinaten 
im Netze abcde“, die Punkte des Netzes abede auch , Punkte 
des Netzes ABCD E%, ihre Coordinaten auch ,Coordinatenim 
Netze ABCDE* heissen. Alle Punkte, Geraden wid Ebenen, 
welche aus den Punkten abcde oder aus den Ebenen ABCDE 
durch graphische Constructionen hervorgehen, sind Elemente des Netzes 
abcde (oder des Netzes ABCDE). Und alle Elemente des Netzes 
werden aus den Punkten abede oder aus den Ebenen ABCDE 
durch graphische Constructionen hergestellt. 

Die Gleichung , u,.+ 7, u, + 2% us + %,u, = 0 ist die 
nothwendige und hinreichende Bedingung fiir das An- 
einanderliegen der Hlemente (2#,2,%3%,) und (U,U.U,U,), 
von denen das eine ein Punkt, das andere eine Ebene 
des Netzes abcde ist. 


Das Element (x,%,%,%,) werde mit # bezeichnet, das Element 
(Yr, YoY5Y,) mit y u.s. w. Durch die Punkte # und y des Netzes 
abede kann man vier zum Netze gehorige Hbenen legen, indem 
man die Gerade xy mit vier Punkten pgrs des Netzes verbindet. 
Die Ebene wyp hat die Coordinaten © + x,y; p,, © + ayy, p, 
u. Ss. W., SO dass 
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CD(A, B, E, xyp) = TL MUP 
( ? ? ) LYP) Dt 3 Ys Ys? 

ebenso 

CD(A, B, BE, xyq) = 2H Byes 

(A, b, £, xyq) D+ tes % 
u.s. w. Folglich bestimmen die Ebenen wyp, wyq, xyr, wys ein 
Doppelverhiltniss 
, SHE WeYs Py DH UgYiry— DH WyyiPs- DH Mysr4 
DH MYgqi- TH Meyits— VA UeYi ds. BA MeYgry 


DH My Y3s + VE XpYi84— DHA Wz Yi Gs. VA %eG38q : 
DH My Ys py. BA LyYy8q— VE Wz Y1 Py. DH LyYg8y 


Bedeutet daher z. B. (wypr) die Determinante X + 2,y,p,7,, so ist 
pg) a (HYP) (eY48) 
PY (PETS) = (oy gry(eyps) 
Im Falle 2, y, — x,y, = 0, d.i. a3: a, = y3:y,, ersetzt man ABCD 
durch eine Permutation. 

Auf der Durchschnittslinie zweier Ebenen w und v des Netzes 
abcde werden vier Punkte des Netzes bestimmt, indem man die 
Gerade uv mit vier Ebenen eByd des Netzes durchschneidet. Fir 
diese Punkte ergiebt sich das Doppelverhaltniss 

Uvay) (Uvpd 
wets — gn a8 

Sind also xypqrs gleichartige Elemente des Netzes abcde, und 
liegen von den fiinf EKlementen pgrsa keine vier in einem Gebilde 
zweiter Stufe, so existiren mindestens drei von den Doppelverhilt- 
nissen 

rs(pqxry), gs(przy), gr(psry) us. w., 

d. h. y ist ein Element des Netzes pqrsz, und tiberhaupt alle Ele- 
mente des Netzes abcde gehéren zum Netze pgrsx, insbesondere 
abcde ABCDE selbst. Bezeichnet man mit parsa fiinf Punkte des ° 
Netzes abcde, von denen keine vier m emer Ebene liegen, oder fiinf 
Ebenen des Netzes abcde, von denen keine vier durch conen Punkt 
gehen, so sind alle Elemente des Netzes abcde auch Elemente des 
Netzes pqrsxz und wmgekehrt. 
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Wurden fiinf Punkte a, b, c, d, e festgehalten, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, so konnten wir jedes Klement des Netzes 
abcde durch Zahlen darstellen. Jeder graphischen Beziehung zwi- 
schen solchen Elementen entsprach ein gewisser Zusammenhang 
zwischen den Zahlen, welche zur Darstellung der Elemente dienten. 
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Es war aber noch nicht zu erkennen, ob sich die analytische Be- 
handlung auf alle Elemente ausdehnen asst. 


Zuerst waren Zahlen zur Unterscheidung der Hlemente von 
Netzen in einférmigen Gebilden eingefiihrt worden; wir werden dem- 
gemiss auch jetzt zuerst ein einférmiges Gebilde in Betracht ziehen. 
Es seien a, b, e beliebige Punkte einer Geraden, welche den eigent- 
lichen Punkt p enthalt, und in dieser Geraden mégen die eigent- 
lichen Punkte f und g auf verschiedenen Seiten von p angenommen 
werden. Im Netze abe kann ich (§ 21 Seite 176) einen eigentlichen 
Punkt B zwischen f und p, einen eigentlichen Punkt H zwischen 
p und g, endlich einen nicht zur Strecke BH gehérigen Punkt A 
construiren, so dass BE durch Ap 
i getrennt werden, und um festzustellen, 

. i Sp ob p zum Netze abe gehért, brauche 

ich nur die Beziehung jenes Punktes 
zum Netze ABH zu untersuchen. Wenn nun der Punkt p einen 
Index im Netze ABLE besitzt, so ist der letztere jedenfalls zwischen 
O und 1 gelegen (§ 21 Seite 176); es wird daher gentigen, die 
Punkte des Netzes ABE, welche den Indices > 
ter RE ony ars 
Rt ae ee tot dk eA, Ca 


Wik 


entsprechen, der Reihe nach zu construiren und darauf zu achten, 
ob man unter ihnen dem Punkte p begegnet. 


Allein nach den bereits in den beiden ersten Paragraphen 
(Seite 18 und 25, vergl. auch § 15 Schluss) gemachten Bemerkungen 
ist diese Construction nicht beliebig weit auszudehnen, vielmehr 
lisst sich allemal unter Beriicksichtigung der Verhiltnisse des ein- 
zelnen Halles eine Grenze angeben, welche man nicht zu _ iiber- 
- schreiten hat. Um eine solehe Grenze zu ermitteln, geht man von 
der Erwigung aus: 

dass man in jedem einzelnen Falle eine Strecke MN 

anzugeben vermag, innerhalb deren einzelne Punkte 

nicht mehr von einander unterschieden werden, und 

dass von jeder congruenten oder kleineren Strecke 

dasselbe gilt. 
(Vergl. die Hinleitung, Seite 3.) Man mache nun auf der Geraden 
ab zu beiden Seiten von p die Strecken ph und pk mit MN con- 
gruent und bestimme zwei Punkte W’ und hk’ des Netzes ABE, 
welche zwischen p und h, resp. zwischen p und / fallen; die In- 
dices von h’ und k& im Netze ABE sind positive echte Briiche, 
welche — auf den kleinsten gemeinschaftlichen Nenner gebracht — 
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durch -, . dargestellt werden mégen. Da p zwischen h’ und k’ 


liegt, so kénnen (§ 21 Seite 176) als etwaige Indices von p im 
Netze ABE nur diejenigen (positiven, echt gebrochenen) Zahlen 


H E # ° Y S 4: O 
in Betracht kommen, welche zwischen > und |, liegen. Mindestens 


eine solche Zahl kommt in der Reihe 

Mr ert wp He Assi eke” 

vot? v+1? 7 ott 
vor; der entsprechende Punkt ist, wenn er nicht genau mit p zu- 
sammenfallt, doch nicht merklich von p verschieden, da er sonst 
zwischen h’ und p oder zwischen p und k’ miisste eingeschaltet wer- 
den kénnen. Dasselbe gilt fiir die Nenner v + 2,v+3,-.-.>; 


tiberhaupt werden die Punkte, welche den Zahlen zwischen - und 


s . r . . 
> entsprechen, soweit deren Construction gelingt, von p nicht merk- 
lich differiren. 


Wenn man nicht schon unter den positiven echten Briichen 
mit kleinerem Nenner eine Zahl angetroffen hat, welche den Punkt 
p genau darstellt, so wird es hiernach zwecklos sein, die Versuche 
tiber den Nenner v + 1 hinaus fortzusetzen, und so fiihrt immer 
eine endliche Anzahl von Constructionen zu einer Zahl €, welche 
als Index im Netze ABE den Punkt p mit hinreichender Ge- 
nauigkeit darstellt. Hndlich berechnet man eine rationale Zahl a, 
welche als Index im Netze abe den Punkt p hinreichend genau 
angiebt, aus der Gleichung 

rales (abe A) — (abek)  (abeB)— ax. 
(abe B)—(abeH) (abeA) —x 


Hs werde jetzt ein Strahlenbtischel mit eigentlichem Scheitel 
angenommen, und in ihm werden drei Strahlen afe festgehalten, 
Bezeichnet man mit @ einen beliebigen Strahl des Biischels, so ent- 
steht die Frage, ob 9 durch einen Index im Netze wfe dargestellt 
werden kann. Man lege durch einen (vom Scheitel des Biischels 
moglichst entfernten) eigentlichen Punkt p des Strahles g@ eine Ge- 
rade, welche «, 6B, € in resp. a, b, e schneidet, und bestimme 
eine rationale Zahl x, welche als Index im Netze abe den Punkt p 
genau oder doch hinreichend genau wiedergiebt; die Zahl a, als 
Index im Netze aBe aufgefasst, darf fiir emen hinreichend genauen 
Reprasentanten des Strahles @ erklirt werden. Auf diese Bestim- 
mung kann man immer zuriickgehen, wenn in einem einformigen 
Gebilde vier Elemente a’b’e'p’ gegeben sind und gefragt wird, ob 
zu p’ ein Index im Netze a’b’e’ gehdrt; denn man kann im Biischel « 
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den Strahl @ derart construiren, dass die Figuren aBeg und aU’ e'p’ 
projectiv werden, und darf dann die nach der obigen Vorschrift 
bestimmte Zahl w, als Index im Netze a’b’e’ aufgefasst, ftir einen 
hinreichend genauen Repriisentanten des Elementes p’ erkliren. 

Da hiermit die Méglichkeit gegeben ist, in jedem einfor- 
migen Gebilde die Lage eines beliebigen Hlementes ge- 
gen drei feste durch eine gewodhnliche Coordinate und 
folglich auch durch zwei homogene Coordinaten hinrei- 
chend genau zu bezeichnen, so wird die entsprechende For- 
derung zuniichst fiir die Gebilde zweiter Stufe ebenfalls erfiillbar. 
Sind z. B. abce vier Punkte einer Ebene, von denen keine drei 
in gerader Linie liegen, p ein Punkt der Kbene abe ausserhalb der 
Geraden bc ca ab, so untersucht man, wie der Strahl ap gegen 
die Strahlen ab ac ae liegt, der Strahl bp gegen bc ba be, u.s. w. 
Hat man zwei dieser Strahlen méglichst genau durch Indices in den 
betreffenden Netzen dargestellt, so geben die drei homogenen Coor- 
dinaten, welche nach § 22 Seite 178 den beiden Indices entsprechen, 
die Lage des Punktes p mit hinreichender Genauigkeit an. Ver- 
steht man endlich unter ABT AE fiinf Punkte, von denen keine 
vier in einer Ebene liegen, unter p einen Punkt ausserhalb der 
Hbenen BFA TAA AAB ABI oder eine Ebene ausserhalb der 
Biindel ABTA, so ergeben sich aus drei Indices- Bestimmungen die 
vier homogenen Coordinaten eines mit p genau oder anniihernd zu- 
sammenfallenden Klementes, und wenn es sich darum handelt, die 
Lage einer Geraden zu bezeichnen, so werden zwei an ihr gelegene 
Punkte oder Hbenen benutzt. 

Uebrigens kann man als gegebene Elemente in letzter Linie 
stets eine Anzahl von eigentlichen Punkten ansehen, welche 
moglichst genau durch eigentliche Punkte des Netzes ABT AE dar- 
zustellen sind. Dabei wird man die zwischen den gegebenen Elemen- 
ten stattfindenden Beziehungen berticksichtigen; sollen z. B. vier 
Punkte p qr s in einer Ebene liegen, aber yp qv nicht in einer Ge- 
raden, so sucht man, nachdem die Punkte » q7 und also auch die 
Ebene pqr dargestellt sind, von den drei fiir s erforderlichen In- 
dices nur zwei direct auf, waihrend man den dritten aus der Be- 
dingung fiir das Aneinanderliegen der Kbene pqgyr und des Punktes s 
berechnet, u.s. w. 

Der Hinfachheit wegen wollen wir nur Punkte als gegeben 
betrachten. Wenn diese nicht durchweg mit Punkten des Netzes 
ABFAE genau zusammenfallen, wenn also die den ermittelten 
Coordinaten entsprechende Figur nicht genau mit der gegebenen 
iibereinstimmt, so kann doch-die analytische Untersuchung sich nur 
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auf die erstere beziehen, und ihre Resultate werden an der letzteren 
sich nur anndhernd bestitigen. In jedem Falle aber gelten fiir 
die analytische Untersuchung folgende Bestimmungen: 
1, Jedes System von vier reellen, rationalen oder irrationalen, 
aber‘ nicht gleichzeitig verschwindenden Zahlen «w, 2%, ”, wird 
ein in dem zu Grunde gelegten Coordinatensysteme mit den homo- 
genen Coordinaten 7,2, 7,7, behafteter mathematischer Punkt, 
genannt. Dabei sollen alle Systeme ev, 0%, 0%, 9%,, WO @ eine 
beliebige, endliche und von Null verschiedene Zahl bedeutet, — 
aber nur solehe — Reprisentanten eines und desselben Punktes 
sein. 
2. Von den mathematischen. Punkten, welche einer linearen 
Gleichung ‘ 
Uy Hy “Pp Uy My UzHs Wye, = O 
gentigen, sagen wir, dass sie in einer mathematischen Ebene 
legen, und nennen w, uw, ws, u, die homogenen Coordinaten dieser 
Ebene. 
3. Von den mathematischen Punkten, welche gleichzeitig in 
zwei Kbenen enthalten sind, welche also zwei lineare Gleichungen 


Wy Ly Uy Hy Uy Hy Uy Ly =O, Vy H, $F VQ%y + V5.H3 + VL, =O 
erfiillen, sagen wir, dass sie in einer mathematischen gera- 
den Linie liegen. : 

Ziehen wir hieraus, ehe wir weitere Bestimmungen treffen, 
einige Folgerungen. Vier mathematische Punkte (2, x, 2, x,), 
CY: Yo V3 Ys), (41 So 23 24), (4, tt, ¢,) liegen dann und nur dann in 
einer Ebene*), wenn die Determinante 2 +- x,y,2,¢, verschwindet. 
Drei Punkte (%,%5%5%,), (Y,YoYs V4). (21 22232%,) liegen dann und nur 
dann in einer Geraden, wenn alle Determinanten aus je drei Co- 
lonnen des Systemes 

Lega hag 
Gissge wads Is 
. pe ae eae 7 
verschwinden. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte (a,a,a,4a,), 
(D, by baby), (€,€9¢3¢,) an, welche nicht eae Linie liezen, so 
werden alle Punkte der Ebene durch die Zahlensysteme 
Hay fa Ab, = UC, 4A, Sie Ab, + UCo, XAs + Ab, + Uc, 


xO, + Ab, + Ue, 
reprasentirt, wo xAw unabhingig von einander alle reellen Werthe 


*) Das Beiwort ,,mathematisch‘‘ wird bei den Punkten, Geraden und 
Hbenen im Folgenden weggelassen, dagegen werden die eigentlichen oder 
durch eigentliche Elemente definirten Elemente besonders kenntlich gemacht. 
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durchlaufen, aber nicht zu gleicher Zeit Null werden diirfen; die 
Werthe ox oA eu, wo @ beliebig, aber weder Null noch unendlich, 
— und nur diese — stellen denselben Punkt dar, wie x 4 wu. Nimmt 
man in einer Geraden zwei Punkte (a, @)@3@,), (b,b,b30,) an, so 
werden alle Punkte der Geraden durch die Zahlensysteme 
“a, +4b,, *a,+4b,, xa,+4b,, xa, + Ab, 
reprisentirt, wo x 4 unabhiingig von einander alle reellen Werthe 
durchlaufen, aber nicht zu gleicher Zeit Null werden diirfen; behalt 
@ die obige Bedeutung, so stellen die Werthe ox g@4 — und nur 
diese — denselben Punkt dar, wie x 2. — Werden die auf das An- 
einanderliegen der Ell arent ace Punkt, gerade Linie, Ebene be- 
ziiglichen REN: und Bereieiuyiia caren in dem friiher erklarten 
Sinne weiter beibehalten, so erkennt man, dass in den vorstehenden 
Bemerkungen die Worte ,Punkt* und ,,.Hbene“ mit einander ver- 
tauscht werden diirfen, und dass die Satze 1. 2. 4. 5. 7.—15. des 
achten Paragraphen giiltig bleiben. Das Element (a, #7, 7,”,) werde 
mit 2 bezeichnet u. s. w. Sind dann vier Ebenen eines Biischels 
gegeben, und nimmt man auf der Axe des Biischels zwei Punkte 
x, y und in jenen Ebenen, aber ausserhalb der Axe, vier Punkte 
resp. p, q, ”, 8, so stellt der Quotient 
(cypr) (wyqs) 
(wyqr) (wyps)’ 
wo z. B. (cypr) die Determinante X +- x,y, p,7, bedeuten soll, éine 
nur von den gegebenen Hbenen abhingige Zahl vor. In Riicksicht 
hierauf schreibt man 


4, in dem Biischel, dessen Axe die Punkte % und y enthilt, 
den vier Ebenen, welche nach den Punkten p, q, 7, s (in dieser 
Reihenfolge) -hingehen, ein bestimmtes Doppelverhaltniss zu, 
welches durch den Ausdruck 

(xypr) (“y4qs) 
(wy qr) (eyps) 
definirt wird, Kbenso wird 

5. auf der Geraden, in welcher die Ebenen w und w sich 
durchschneiden, fiir die vier Punkte, durch welche die Ebenen’ 
«, B, y, O (in dieser Reihenfolge) hindurchgehen, der nur yon 
diesen vier Punkten abhingige Ausdruck 

(wvay) (WB d) 
(woBy) (wved) 
als Doppelverhiltniss eingefiihrt. 

Sind a, B, y, 0 die Ehenen xyp, xyq, «yr, cys, so kann 

man wihlen: 
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Cy = BH LyY3 Py, Cy = — B-E Ly Y3 M4 Cy = B+ WYP, 
Oy = — DH WY Ds 
nu. s. w. und erhilt: 
Uy Wy Uz Uy | Hy Wy Wy Wy Un Uy Up 
(woay) = —'| Vy %, 03%) Hy Yo Ys Ys | = — | Ve Vy % |, 
Wie Cw O, | Ty tee. 7 | Wes Cy Dip 


wo Z. B. U, = %,%, + U.%, + u,%, + u,%,. Da og =o = 0, 
a, == — (wypr), so wird 


(wvay) = (LYPP) (UxVy — Uy V2), 
ebenso 


(wv Bd) = (Wy qs) (Ue ty — Uy Ve) 
u.s.w. Die Differenz uv.v, — wy vz ist nicht Null, folglich haben 
die Kbenen a«fyd dasselbe: Doppelverhiiltniss, wie die perspective 
Punktreihe auf der Geraden wv. Man schliesst hieraus: Je zwei 
perspective Punktreihen haben einerlei Doppelverhiltniss, ebenso 
je zwei perspective Ebenenbiischel. 


6. Das feste Doppelverhiltniss aller Punktreihen und Kbenen- 
biischel, welche mit vier Strahlen eines Strahlenbiischels perspec- 
tiv liegen, wird das Doppelverhiltniss der vier Strahlen 
genannt. 


Das Doppelverhiltniss von vier Elementen abcd eines einfor- 
migen Gebildes ist also gleich dem Doppelverhiiltnisse jeder pro- 
jectiven Figur. Dasselbe soll auch der Index von d im Netze abc 
genannt werden; ist sein Werth eine ganze Zahl , so soll d das 
nm Klement des Netzes abc heissen. é 


7. Sind abcd vier Klemente in einem einférmigen Gebilde, 
so sagt man von den Paaren ab (oder ba) und ed (oder de), 
dass sie getrennt oder nicht getrennt legen, je nachdem das 
Doppelverhaltniss von abcd negativ oder positiv ist. 

Die Worte ,Punkt“ und ,Ebene* konnen auch jetzt iiberall 
mit einander ‘vertauscht werden. 

Die so eingefiihrten Begriffe werden wieder graphische oder 
projective genannt. Aus ihnen werden alle Begriffe und Be- 
zeichnungen, welche wir in der projectiven Geometrie ein- 
gefiihrt hatten, auch jetzt in gleicher Weise abgeleitet. Dies ist 
freilich nur deshalb zulissig, weil alle graphischen Siitze — und 
zwar jetzt ohne jeden Vorbehalt — giiltig slees wie zunachst in 
Kiirze gezeigt werden soll. 

Das Doppelverhiltniss von vier Punkten pqrs einer Geraden 
lisst sich niimlich auf eine einfache Form bringen, wenn man zwei 


Pascu, Vorlesungen. 13 
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weitere Punkte a@ b der Geraden einfiihrt und dann fiir 7 = 1, 2, 
3, 4 setzt: 

P= a+ 4b, Gat Abi, =a + wdi, =a + Vd; , 
wodureh unter voriibergehender: Benutzung von zwei willktirlichen 
Punkten xy auf einer die vorige nicht schneidenden Geraden jenes 
Doppelverhialtniss 

(cy pr) (@y qs) __ (x«—~) (A) 
(wy qr) (xy ps) (A—p) (*—v) 
sich ergiebt. Aus dieser Form leitet man sofort den Zusammen- 
hang zwischen den durch Permutation der Punkte pqrs sich er- 
gebenden Doppelverhiltnissen ab, wie er in § 21 Seite 173 an- 
gegeben ist, und tibertragt ihn auf beliebige einformige Gebilde. 
Man beweist ferner fiir fitinf Elemente pqrst eines einférmigen 
Gebildes, dass die Doppelverhaltnisse der drei Figuren pqst, pqtr, 
pqrs als Product die Hinheit liefern. Daraus folgt die Richtigkeit 
der vier letzten Satze des § 7. Von den graphischen Sitzen des 
neunten Paragraphen braucht nur einer hier bewiesen zu werden, 
etwa der dritte; behalt man die dortigen Bezeichnungen bei, so 
liefern die Doppelverhiltnisse der Figuren KLii’, LJkk, JK 
das Product Hins (vgl. die Betrachtung auf Seite 178); wenn also das 
erste Doppelverhaltniss negativ und das zweite positiv ist, so ist 
das dritte negativ. Die graphischen Satze der §§ 10—12 werden. 
aus den vorhergehenden graphischen Sitzen gefolgert. — Figuren 
mit gleichem Doppelverhaltniss sind projectiv. Das Doppelverhilt- 
niss von vier harmonischen Hlementen ist negativ und gleich sei- 
nem reciproken Werthe, also = —1. Je vier Klemente mit dem 
Doppelverhiltniss — 1 sind harmonisch. 
Unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen findet man: 


abs abs abs 


(xy as) (wy bp) Babe Vere ae ae 
ind p == CLC ee indg=-, ind 7 == re: 
Pat (ay pr) (ay ga) (w'—) 4a nae 
ind a= 1 JAY Ga) —) AE ) —— Ke ELS 
(wy ar) (zy pa) (u—A)n vv? 


Loop 

wenn also im Netze abs der Index von r zwischen den Indices 
von p und q liegt, so ist das Doppelverhiltniss der Punkte pqra 
negativ, die Paare pq und ra legen getrennt. — Die Punkte pqra 
liegen harmonisch unter der Bedingung 

2 1 1 

oe += 
Diese ist u. A. erfiillt, wenn p, g, r im Netze abs die Indices » —1, 
n-+ 1, n besitzen, wo n eine ganze Zahl bedeutet, d.h. auch bei 
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der jetzigen Definition der ganzzahligen Indices wird der (m — 1)t 
_ Punkt des Netzes vom (nm + 1) durch den m*® und den Nullpunkt 
harmonisch getrennt, die Definition fallt also mit der friiheren zu- 
sammen. Werden nun in einer Geraden die Punkte AB, durch 
B, P getrennt, ist also das Doppelverhiltniss der Punkte AB, B,P 
negativ, folglich das der Punkte A,B, P groésser als Eins, ist 
ferner » die grésste positive ganze Zahl, welche den Index von P 
im Netze AB, B, nicht iibersteigt, B, der nte und B, +41 der (n + 1) 
Punkt des Netzes AB) B,, so fallt entweder B, mit P zusammen 
oder (der Index von P fallt zwischen » und » + 1 und) es werden 
B, By, +1 durch AP getrennt. Damit ist jenes graphische Theorem 
des § 15 (Seite 120) erwiesen, welches auf dem damaligen Stand- 
punkte nicht’ aus graphischen Sitzen deducirt werden konnte, und 
es schliessen sich daran ohne Weiteres alle iibrigen graphischen 
Sitze an, welche wir in den §§ 15—18 abgeleitet haben. — Die 
_Paare pq und rs sind fiir @ aiquivalent unter der Bedingung 
1 1 1 1 1 1 1 1 
Fen ee yee eres Ce erated Race rin = 

Um alle Satze des § 21 auf irrationale Indices ausdehnen zu 

konnen, bemerken wir, dass 


‘ 1 1 
apq rqp OMe 1 Nee eS) 
ind 7 = ind a = ae =o ‘ 

aka 


Dg Nees, 
ind ie) == - ; 
= 
so dass : 


_@ {Ou apy 
ind \pq/ = ind r 
und mithin, wenn fiir a die Paare pg und rt aquivalent sind: 


a rs a Vs art 
ind \pq) = ind \rt/ =inds, 


eine Erklarung, welche man fiir die in § 21 betrachteten Punkt- 
reihen leicht mit der dort gegebenen in Uebereinstimmung bringt. 
Die in § 21 gegebenen Satze werden jetzt auch fiir nicht durch- 
weg rationale Indices als giiltig erkannt, zunachst in der Punkt- 
reihe, in Folge dessen aber auch im Strahlen- und Ebenenbiischel. 
Dadurch kommen schliesslich auch in § 22 die Beschrankungen in 


Weefall, wonach die Coordinatenverhaltnisse rationale Zahlen sein 
! 13* 
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mussten und nur diejenigen Hlemente durch Coordinaten darstellbar 
waren, welche sich aus den das Coordinatensystem bestimmenden . 
Elementen durch gewisse Constructionen ergeben. Der Coordinaten- 
begriff wird derart erweitert, dass aus irgend fiinf Punkten, von 
denen keine vier in einer Ebene liegen, ein Coordinatensystem ge- 
bildet werden kann, wobei die Doppelverhiltnisse in jedem Coor- 
dinatensysteme in gleicher Weise aus den Coordinaten berechnet 
werden und die Bedingung des Aneinanderliegens von Punkt und 
Ebene immer die namliche Gestalt besitzt. 

Die Stammbegriffe der projectiven Geometrie haben durch die 
vorstehenden Festsetzungen diejenige umfassendere Bedeutung er- 
langt, auf welche am Ende des 15' Paragraphen hingewiesen 
wurde. Um den dort besprochenen Satz aufstellen zu kénnen, be- 
darf es nur noch der Bestimmung, dass 

8. wenn a 0c eigentliche Punkte auf einer Geraden sind, ¢ 
zwischen @ und b gelegen, jeder durch a und b nicht von ¢ ge- 
trennte Punkt der Geraden ab ein ,Punkt der Strecke ab“ 
oder ein ,zwischen a und 0 gelegener Punkt* und 

9. wenn d und e Punkte der Strecke ab sind, jeder durch. 
d und e von a oder b getrennte Punkt f der Geraden ab ein 
,»zwischen d und e gelegener Punkt* genannt wird. 

Von den Punkten der Strecke ab gelten die Satze 6.—18. und 
die Definition 4. des ersten Paragraphen; zum Beweise kann man 
die Indices im Netze abc einfiihren, wobei die Punkte der Strecke 
ab allen positiven Werthen entsprechen und der Index von f zwi- 
schen die Indices von d und e fallt (vgl. § 21 Seite,176). Nehmen 
wir nun innerhalb einer geraden Strecke AB den uneigentlichen 
Punkt H, und setzen wir voraus, dass auf der Geraden AB Punkte 
A, A,A,... in unbegrenzter Anzahl definirt werden. Im Netze 
ABE seien a,a,a,... die Indices der Punkte A, A,A,...; diese 
positiven Zahlen besitzen eine positive untere Grenze c, derart dass 
keine jener Zahlen unter den Werth ¢ sinkt, dass aber, wenn d 
irgend eine iiber ¢ gelegene Zahl bedeutet, nicht alle Zahlen 
A, MG... tiber d liegen. Ordnet man den Indices ¢ und d die 
Punkte C und D zu, so fallt C entweder nach B oder zwischen 
A und 6; kein Punkt der Reihe A,A,A,... liegt zwischen B 
und C; zwischen A und D liegen nicht alle Punkte der Reihe. 
Damit ist der in § 15 Seite 125 f formulirte Satz bewiesen, zugleich 
aber auch der allgemeinere: 

Sind drei Elemente ABF im einem einférmigen Gebilde 
gegeben, und kann man in diesem Gebilde Elemente A,A,A,... 
in unbegrenzter Anzahl definiren, welche von F' durch A und B 
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getrennt werden, so existirt ein von Z’ durch A und B getremn- 
tes oder mit B identisches Element C, derart dass, wie immer das 
von # und A durch C getrennte Element D in dem Gebilde 
gelegen sein mag, nicht alle Elemente der Reihe A,A,A,... 
durch A und D von I’ getrennt werden, wihrend kein Element 
der Reihe durch B und C von F getrennt wird. 


Diesen Satz kann man beispielsweise bei der Aufsuchung der 
Doppelelemente einer Involution im einférmigen Gebilde anwenden. 
Die Involution ist durch zwei Elementenpaare bestimmt; liegen die 
Paare getrennt, so sind keine Doppelelemente vorhanden (§ 16 
Seite 131). Demnach seien etwa auf einer Geraden h die Punkte- 
paare aa, 68 in nicht getrennter Lage gegeben; die Paare af, ba 
moégen getrennt liegen. Nimmt man auf h den Punkt ¢ zwischen 


® e ® ® e 6 @ 
CRAG c pe ey B a 
b und # fiir den Grenzpunkt a@ und nennt y den homologen Punkt 
in der durch die Paare aa, 66 bestimmten Involution, so liegt fiir 
a auch y zwischen 6 und B (§ 16 Seite 131), folglich y entweder 
zwischen 6 und ¢ oder zwischen ¢ und 8. Fassen wir nur die- 
jenigen Lagen von ¢ in’s Auge, bei denen das lJetztere eintritt, und 
nennen wir f den durch diese Punktmenge nach dem vorstehenden 
Satze bestimmten Punkt der Geraden h zwischen b und £, so liegt 
f zwischen c und y (denn zwischen 6 und y liegt kein Punkt c); 
jedem Punkte zwischen b und f entspricht in der Involution ein 
Punkt zwischen 6 und f, und umgekehrt; folglich entspricht f sich 
selbst, ebenso (§ 16 Seite 131) der vierte harmonische Punkt g zu 
aaf. Sind also in einem emformigen Gebilde zwei nicht getrennte 
Elementenpaare gegeben, so besitet die dadurch bestemmte Inwolution 
zwei Doppelelemente. Die Frage nach den Doppelelementen 
zweier aufeinanderliegenden einformigen Gebilde, 
welche projectiv, aber weder iquivalent noch involu- 
torisch sind, lasst sich auf den Fall der Involution zuriickfiih- 
ren; denn solche Doppelelemente miissen zugleich Doppelelemente 
der durch die gegebene Projectivitéat nach dem letzten Satze des 
§ 16 bestimmten Involution werden, und umgekehrt*). 
Zu-demselben Ergebniss beziiglich der Involution ftihrt die 
Gleichheit der Doppelverhaltnisse (abBx) und (@Bb&) fiir conju- 
girte Elemente x&. Setzt man zur Abkiirzimg die negative Grosse 
(aBba) = —m, so wird 


(abBa) = 1— (aBbx), 


*) Vel. Zeitschrift f, Math. u. Phys., Jahrg. 27 8. 124, 
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2 (a BOO) Sah Re ores 1+ -m 
(B05) = (aga) — 1— (apes) 


p) 


a 
(1 — (af b2)) (m + (Bb8)) = (1+ m) (aBb8). 


Wird « ein Doppelpunkt, werden also (aBbaw) und (aBb§) einer 
und derselben Zahl gp gleich, so kommt: g?-++ 2mgp = m und 


gp=—m+t-yYm(m-+ 1). 
Diese beiden Werthe von @ sind die Coordinaten der Doppelpunkte 
f nnd g im Netze aBb. Da m(m-+ 1) < (1 +m)’, so entspricht 
dem oberen Zeichen ein Werth (afbf) zwischen O und 1, dem 
unteren ein Werth (aBbg) << — m. 

Beide Werthe sind im Allgemeinen irrational, und es ent- 
steht daher die Frage, was dieselben geometrisch zu bedeuten haben. 
Dabei kénnen wir uns auf den Fall beschrinken, wo die gegebenen 
Punkte a, «, b, B eigentliche Punkte einer Geraden sind; m ist 
dann-eine positive rationale Zahl und bezeichnet, als Index im 
Netze a6b aufgefasst, die Lage des Punktes « oder eines von a 
nicht merklich verschiedenen Punktes, der fiir die weitere Betrach- 
tung an Stelle von « tritt. Der Index von f in jenem Netze 


(aBOs eae wo. Ui a 
ist im Allgememen irrational, aber auch wenn. er rational ist, so 


kann es vorkommen, dass er mehr Constructionen verlangt, als die 
Figur auszufiihren gestattet. Man bestimme nun die positive ganze 


‘R €; 
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Zahl 2 so eross, dass der dem Index 4 im Netze Bab entsprechende 
Punkt e, mit B eine Strecke begrenzt, welche nicht grésser ist, als 
die auf Seite 188 definirte Strecke MN. Wenn im Netze aBe, 


den Indices 2, 3, ... die Punkte ¢,, ¢,; ... entsprechen, so ist 
1 2 3 
(aBbe)=>, (aBbe)=— 7, (aBbex)= >, -- 73 
die Gebilde ae,Be,, Ge,€,€3, Ge3@,e,, -.- sind harmonisch, und 


nach § 14 Seite 117 sind die Strecken ¢,¢,, ¢,¢,, ... kleiner als 
die Strecke Be,, folglich auch kleiner als ZN. In der Reihe 


1 2 Wirt i 
Dive. Pe? ? 


: |e ak : : 
SelEN Gy, Uw + |, diejenigen Zahlen, zwischen denen w hegt, A, 


und B,, seien die entsprechenden Punkte, und in der Reihe 2, 3, 
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.., 4 sei v die erste Zahl, fiir welche die Strecke A,B, nicht 
grosser als MN ausfillt. Ist dann a unter den Zahlen 

te plo El lee ven 

Py ele A aes tebe Peictats tee 
nicht anzutreffen, so nenne man /’ einen eigentlichen: Punkt zwi- 
schen A, und B,; von den mit A, und B, in der Involution con- 
jugirten Punkten liegt einer ausserhalb der Strecke A, B,, der 
andere — etwa der mit A, conjugirte — fallt zwischen A, und 
BL, wnd ist also nicht merklich von /’ verschieden. Da hiernach 
A,f’ annihernd als ein Paar der Involution zu betrachten sind, so 
ist f von seinem conjugirten Punkte nicht merklich verschieden 
und hat wenigstens annihernd die Higenschaften des Punktes f,. 
Deshalb wird bei der Anwendung der analytischen Geometrie der 
eigentliche Punkt, den wir vorhin / genannt haben, geradezu mit 
f bezeichnet und als der dem Index z# entsprechende Punkt, also 
als Doppelpunkt der Involution angesehen. — Nach der Ausein- 
andersetzung auf Seite 189 lisst sich dieses Ergebniss auf beliebige 
Involutionen in einformigen Gebilden iibertragen, 

Um die beriihrte Frage allgemein aufzufassen, nehme ich an, 
dass auf analytischem Wege ein Punkt / ermittelt sei, welcher zu 
einer durch eigentliche Elemente eines Netzes ABT AE (vgl. S. 190) 
gegebenen Figur in einer vorgeschriebenen projectiven Beziehung 
steht. Wir habén dann fiir jenen Punkt Coordinaten f,f/,f,f,, 
deren Verhiltnisse reell sind, aber nicht rational, oder doch zur 
genauen Construction nicht geeignet zu sein brauchen. Das vor- 
ausgeschickte Beispiel mag geniigen, um erkennen zu lassen, dass 
immer ein eigentlicher oder durch eigentliche Strahlen darstellbarer 
Punkt existirt, welcher zur gegebenen Figur genau oder annihernd 
in der verlangten Beziehung steht. Dieser Punkt wird bei der 
Anwendung der analytischen Geometrie geradezu mit 
f bezeichnet und als der geometrische Reprisentant des 
Werthsystemes ff, ff, angesehen. 

Die gegebene Figur kann um den jetzt mit f bezeichneten Punkt 
erweitert und die erweiterte Figur von Neuem der analytischen 
Behandlung unterworfen werden. Sucht man aber den urspriing- 
lichen Bestimmungen gemiiss Coordinaten im Netze ABP AE zu 
ermitteln, so fallen deren Verhialtnisse nicht immer rational aus und 
brauchen jedenfalls mit den Verhiltnissen der Zahlen /,/,f3/, — 
welche wir doch soeben als Coordinaten von f hingestellt haben — 
nicht tibereinzustimmen. Der hierin gelegene Widerspruch wird 
nur dadurch gehoben, dass wir der Ungenauigkeit, welche den 
Coordinaten anhaftet, gehérig Rechnung tragen. Jede Coordinaten- 
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bestimmung wurde auf die Aufgabe zurtickgeftihrt, in der Verbin- 
dungslinie zweier eigentlichen Punkte B, E die Lage des zwischen 
B und FE gelegenen eigentlichen Punktes p durch einen Index 
im Netze ABE darzustellen, wobei wir A ausserhalb der Strecke 


ir s . : . . . 
BE annahmen, Waren — und | die Indices zweier eigentlichen 


Punkte h’ und k’, zwischen denen p liegt, derart dass innerhalb 
der Strecke hk’ einzelne Punkte nicht mehr von einander unter- 


. ne ° : : r Ss 
schieden werden kénnen, und liess sich zu der zwischen 7a und a 


-gelegenen rationalen Zahl § ein eigentlicher Punkt construiren, so 
war derselbe von p nicht merklich verschieden, und wir nahmen 
deshalb & als Coordinate von p im Netze ABH. Diese Bestim- 


ae ° . : . . . n 
mung miissen wir jetzt dahin erweitern, dass jede zwischen > und- 


s . : . « : 
= gelegene — rationale oder irrationale — Zahl & mit gleichem 


Rechte als Coordinate von » genommen werden kann; denn sucht 
man & auf die vorhin erérterte Weise innerhalb der Strecke BH 
darzustellen, so gelangt man zu einem von p nicht merklich ver- 
schiedenen Punkte. Dadurch ordnen wir dem Punkte p eine ste- 
tige Folge von Zahlen zu, deren jede die Lage von p mit hin- 
reichender Genauigkeit wiedergiebt; und die Coordinatenverhiltnisse 
tiberhaupt erhalten, indem jedes aus einer gewissen Zahlenfolge 
willkiirlich entnommen werden darf, diejenige Unbestimmtheit; 
welche durch die am Schluss der Hinleitung schon hervorgehobene 
Ungenauigkeit der geometrischen Begriffe bedingt wird. Die Rech- 
nung’ folgert aus gegebenen Zahlenrelationen andere, welche mit 
jenen unbedingt zusammenbestehen, und bringt aus gegebenen 
Zahlen andere hervor, welche vorgeschriebenen Beziehungen zu den 
gegebenen Zahlen vollkommen genau entsprechen; aber die Ueber- 
tragung der Figur in Zahlen und die Riickkehr von den 
Rechnungsresultaten zur Figur kann nicht mit gleicher 
Genauigkeit erfolgen. 


Wir haben im Vorstehenden nur graphische Constructionen in 
Betracht gezogen, aber die mit dem Begriff der Congruenz zusam- 
menhingenden sind nicht minder mit Ungenauigkeit behaftet. Be- 
zeichnet man, wie in § 20 Seite 162, mit A BD Hawa eigentliche Punkte 
einer Kbene, derart dass Aaa’ in einer Geraden, A zwischen a und 
a, B und D auf einerlei Seite der aw, a und FE auf verschie- 
denen Seiten der AB legen, ab und AD auf aa’ senkrecht 
stehen und die Figuren ABa, BALE congruent sind, so fallt in 
der Kuklidischen Geometrie der Schenkel AH mit dem Schenkel 


v 
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AD zusammen, in der Gauss’schen fillt er zwischen die Schenkel 


AD und Aa, 


Fig. 69. 


in 


a’ 


A 


der Riemann’schen zwischen die Schenkel AD 
und Aa’. Danach ist das Doppelverhiltniss 
A(B Dak) entweder Null oder negativ oder 
positiv. Der Versuch lehrt, dass die Schen- 
kel AD und AK zusammenfallen oder 
doch nicht merklich auseinandergehen. 
Wir sind daher berechtigt, den -Werth jenes 
Doppelverhialtnisses, den Index des Strahles AH 
im Netze A(6Da), aus einer stetigen Folge von 
positiven und negativen Zahlen, welche in ge- 
wisser Nahe der Null liegen, beliebig zu ent- 


nehmen; aber wir sind nicht gendthigt, ihn genau gleich Null zu 
setzen, wie es die Kuklidische Geometrie verlangt, welche freilich 
fiir ae von uns betrachteten Figuren (vgl. § 1 Seite 18) hin- 
reichende Genauigkeit besitzt. te 


Berichtigungen. 


Seite 37, Ueberschrift, lies ,,Strahlenbiindel statt ,,Eibenenbtindel**. 
% 64, Ueberschrift, lies ,,Anwendung“ statt ,Anwenduug™. 
» 119, Fussnote, lies ,,Calcul‘t statt ,,Caletil'’ 
» 185 Z. 9 v. o. lies p, statt po. 
© 7, 4. 11 v.%0, hes p, statt p,. 
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